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Resumo: A complexidade de noções e obstáculos cognitivos fazem o ensino e aprendizagem do 
limite ser um processo difícil, visto que os alunos nem sempre conseguem abstrair as ideias relativas 
ao conceito. Temos a suposição que o entendimento de ideias do limite, pode ser enriquecido 
utilizando a metodologia de Resolução de Problemas. Assim, o objetivo desse artigo é relatar o 
desenvolvimento e adaptação de uma sequência didática que visava explorar as ideias envolvidas no 
conceito de limite no infinito. As atividades foram experimentadas em turmas de Cálculo Diferencial e 
Integral de uma Universidade pública brasileira. Os resultados apontam que a resolução de 
problemas contextualizados pode facilitar a aprendizagem, bem como, auxiliar os processos de 
generalização e síntese do conceito. 
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INTRODUÇÃO 

A utilização de novas práticas, considerando diferentes tendências no ensino 

da matemática, pode possibilitar na sala de aula um ambiente participativo e 

colaborativo motivando os alunos no processo de aprendizagem.  Uma tendência 

que leva em consideração esses aspectos é a metodologia de Resolução de 

Problemas (RP), que se constitui em um contexto bastante propício à construção de 

um novo conceito, princípio ou procedimento, colocando o aluno como participante 

ativo e central nas atividades de sala de aula, sem prescindir do fundamental papel 

desempenhado pelo professor como organizador e mediador no andamento dessas 

atividades. (ONUCHIC; ALLEVATO, 2011). 

Essa metodologia pode trazer contribuições para o ensino de Cálculo, em 

especial na compreensão do conceito de limite, que envolve o infinito e a abstração.   

Muitas pesquisas, nacionais e internacionais, têm sido realizadas nessa temática 

(CHURCHMAN, 1972; TALL e VINNER, 1981; SIERPINSKA, 1987; CELESTINO, 

2008; SWINYARD e LARSEN, 2012). Esses estudos mostram que o limite é um dos 
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conceitos mais complexos para ensinar e aprender, pois envolve a abstração, a 

noção de quantidades infinitamente grandes e pequenas e geralmente é priorizado, 

no ensino, o processo do cálculo. Entretanto é um conceito presente e fundamental 

para a compreensão de várias aplicações no Cálculo. Juter e Grevholm (2007) 

dizem que os conceitos envolvendo infinito são complexos, porém, necessários para 

os estudos de matemática, e afirmam que esses conceitos devem ser introduzidos e 

tratados com mais cuidado por professores, além disso, os “professores nas 

universidades devem estar cientes de como os alunos criam suas concepções 

iniciais sobre limites e sobre o infinito, tentando oferecer oportunidades para os 

alunos desenvolvê-las (...)”. (JUTER; GREVHOLM, 2007, p. 347). 

 Nesse contexto elaboramos uma sequência didática que visa explorar as 

ideias envolvidas no conceito de limite no infinito que foram experimentadas em 

turmas de Cálculo Diferencial e Integral (CDI), com alunos de Engenharia e 

Licenciatura, de uma universidade pública brasileira. Na sequência, abordaremos as 

contribuições oriundas dessa prática.  

 

IDEIAS DE CONCRETO E ABSTRATO E O CONCEITO DE LIMITE 

 Antes de falarmos sobre a abstração das ideias do conceito de limite, cabe 

falar sobre o significado das palavras “concreto” e “abstrato”. No latim, “concretus” 

significa simplesmente “misturado”, “fundido”, “composto”, “combinado”; enquanto a 

palavra latina “abstractus” significa “retirado”, “retirado de”, “extraído” (ou “isolado”), 

ou “distante”. (ILIENKOV, 1960). Vemos que todas estas estão contidas no 

significado etimologicamente original dessas palavras, no entanto, percebe-se que 

muitas vezes não é nesse sentido que os termos são usados, corroborando com 

essa ideia, Ilienkov (1960, s.p.), diz que “os termos ‘o abstrato’ e ‘o concreto’ são 

ambos empregados no discurso cotidiano e na literatura especial de maneira 

ambígua”. Baseando-se em autores que dão um suporte mais unânime sobre o 

significado desses conceitos, temos a concepção que, “conceitos concretos são 

aqueles que refletem objetos ou classes de objetos que realmente existem. 

Conceitos abstratos são aqueles que refletem uma propriedade do objeto abstraída 

mentalmente do próprio objeto”. (KONDAKOV, 1954, p. 300 apud ILIENKOV, 1960, 

s.p.).  

Para Mendes (2009) a abstração matemática, é baseada em dois processos: 

a generalização, que “perpassa uma ação cognitiva de derivação ou indução a partir 
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de especificidades, ou seja, a identificação de características comuns ou a expansão 

dos domínios de validade de conclusões particulares” (MENDES, 2009, p. 76); e a 

síntese, que “trata da combinação ou composição de partes visando formar um todo, 

que muitas vezes é mais do que a soma das partes”. (DREYFUS, 1991, apud 

MENDES, 2009, p.76).  

Mendes (2009) também sugere que o envolvimento dos alunos com 

problemas reais e abertos favorece o desenvolvimento das representações mental5 

e simbólica6 para representar um pensamento matemático. Além disso, o autor 

comenta que no processo cognitivo desenvolvido na busca da formulação 

matemática das situações-problemas, bem como as possíveis representações e 

soluções para o problema, conduz o aluno ao alcance da abstração de conceitos, 

cujo processo ocorre por generalização ou síntese.  

       A respeito do conceito de limite, Cornu (2002, p.165, apud SANTOS, 2013, p. 

36) diz que, “a diversidade de concepções, a riqueza e a complexidade de noções e 

os obstáculos cognitivos fazem o ensino do conceito de limite extremamente difícil”. 

Além disso, de acordo com Santos (2013), um problema adicional é o 

estabelecimento de um lugar onde o aprendizado ocorre, pois, 

A noção de limite tem que ser usada para resolver problemas específicos. É 
preciso que sejam apresentadas situações pelas quais os estudantes 
certifiquem-se de que o limite é uma ferramenta útil. O limite deve ser visto 
como parte da resposta para questões indagadas pelos estudantes. Isso é 
deixado frequentemente de fora do ensino atual. A definição da noção de 
limite é dada seguida por uma sequência de problemas e exercícios 
normalmente baseados somente na capacidade de lidar com a álgebra do 
conceito de limite: da soma, do produto, da composição de duas funções ou 
de duas séries. (SANTOS, 2013, p. 37). 

Desse modo, o que pode acontecer, é que os alunos saibam apenas efetuar 

os cálculos na resolução de exercícios envolvendo limites, mas não consigam 

abstrair o que de fato ele significa.  

Soares e Rêgo (2015) defendem que as concepções sobre os conceitos de 

concreto e abstrato influenciam as práticas de ensino, por isso, a escolha do tipo de 

material didático a ser utilizado deve levar em consideração: “a especificidade do 

objeto, em termos de nível de concretude e, que é necessária uma relação dialética 

entre o concreto e o abstrato para que conhecimento matemático tenha sentido para 

                                            
5
 Constitui-se no modo individual que cada um tem para formular sua internalização acerca de 

qualquer situação-problema e geralmente é fruto da experiência matemática vivenciada. (MENDES, 
2009). 
6
 Manifesta-se de forma escrita ou oral, normalmente com a finalidade de viabilizar a comunicação de 

um conceito matemático construído. (MENDES, 2009). 
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o aprendiz”. (SOARES; REGO, 2015, p. 711). Mendes (2009) sugere que “as 

representações simbólica e mental de um mesmo conceito matemático, formulado a 

partir da resolução de problemas, são peças essenciais no processo de abstração 

matemática”. (MENDES, 2009, p. 76, grifo nosso).    

Por isso, nos propomos a investigar como a RP pode ser útil diante do cenário 

da aprendizagem numa sequência didática que propõe aos alunos abstraírem as 

ideias do conceito de limite no infinito.  

 

EVOLUÇÃO DE UMA SEQUÊNCIA DIDÁTICA 

Abordaremos a evolução de uma sequência didática cujo objetivo era que os 

alunos construíssem a ideia de limite no infinito, e para isso, era necessário que 

utilizassem conceitos de equação exponencial e logarítmica, e construção de 

gráficos - já vistos no Ensino Básico e também na própria disciplina de CDI. Ela foi 

proposta a cinco turmas de CDI – uma no primeiro semestre de 2016, duas no 

segundo semestre de 2016; e, duas no primeiro semestre de 2017 – após ter sido 

aplicada uma sequência didática para introduzir o conteúdo de limite no ponto 

através da metodologia RP, seguindo as orientações do roteiro de Onuchic e 

Allevato (2014) para atuação do professor em sala de aula. 

 A primeira versão da sequência, apresentada no Quadro 1, começava com 

uma situação problema e propunha questões que tinham o propósito de formalizar o 

conceito de limite no infinito. 

A experimentação ocorreu em sala de aula e os alunos se reuniram em 

grupos para resolverem as questões. Constatamos que a maior parte das equipes 

conseguiu interpretar corretamente o problema, encontrando a produção mínima, a 

produção máxima e a quantidade mínima de semanas de trabalho para um operário 

contribuir para o lucro da empresa. Porém, houve erros nas questões relacionadas 

com as propriedades de funções logarítmicas e exponenciais e na interpretação 

geométrica e algébrica do significado das variáveis M, N, 𝜺 e L, pois o 

reconhecimento dessas variáveis envolvia a generalização do conceito. Uma análise 

detalhada dessa aplicação pode ser encontrada em SABATKE et al (2017). 
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Quadro 1 – Sequência aplicada no primeiro semestre de 2016. 

 
Fonte: Produção das autoras, 2016. 

Em função das dificuldades detectadas na primeira experimentação (Quadro 

1) foram inseridas questões para os alunos determinarem as constantes envolvidas 

na função com o objetivo de trabalhar mais com as propriedades das funções 

logarítmica e exponencial (Quadro 2). Nesta aplicação o trabalho foi individual e em 

horário extraclasse. Na análise observou-se que as soluções não apresentaram 

mais os erros relacionados com as propriedades de funções logarítmicas e 

exponenciais. Porém, os alunos continuaram apresentando dificuldades para 

identificar 𝑀, 𝑁, 𝜀 𝑒 𝐿, além de confundirem a definição de limite no infinito com limite 

num ponto.  
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Quadro 2 – Sequência aplicada no segundo semestre de 2016 

 
Fonte: Produção das autoras, 2016. 

Essa sequência teve uma terceira evolução, com o intuito que os alunos 

conseguissem superar os erros que ainda ocorreram na segunda aplicação. A 

sequência do Quadro 3 foi proposta para duas turmas de CDI, que possuíam ao 

todo 87 alunos matriculados (51 na turma A7 e 36 na turma B8) e podia ser feita de 

forma individual ou em grupo de até 4 integrantes. A entrega do trabalho foi via 

plataforma Moodle. Ao todo, 64 alunos entregaram o trabalho. Destes, 11 

trabalharam de forma individual e, dos demais, foram 5 duplas, 5 trios e 7 quartetos. 

Mesmo essa atividade tendo sido em caráter avaliativo, 23 alunos não entregaram. 

                                            

7 Turma de Licenciatura em Matemática com alunos dos demais cursos. Desses, 5 fazem pela primeira vez a 
disciplina. 
8 Turma de Licenciatura em Química com alunos dos demais cursos. Desses, 31 fazem pela primeira vez a 
disciplina. 
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Quadro 3 – Sequência aplicada no primeiro semestre de 2017 

 
Fonte: Produção das autoras, 2017. 

O item a solicitava para que fossem encontradas as constantes c e k que 

retratassem a situação proposta, ou seja, que inicialmente um funcionário 

produzisse 200 peças por mês e, após 6 meses de experiência produzisse 410 

peças mensais. Alguns alunos tiveram dificuldades na determinação dessas 

constantes, pois não haviam compreendido que deveriam utilizar os valores da 

tabela. Várias equipes procuraram o atendimento para sanar tal dúvida. Essa 

dificuldade surpreendeu, pois o conteúdo de funções fora trabalhado através da RP 

e com vários problemas propostos, mas poucos problemas apresentavam dados na 

forma tabular. Apesar disso, somente um estudante, que trabalhou de forma 

individual, errou a determinação da constante k, pois pela resolução apresentada 

nos outros itens, percebe-se que ele não entendeu que a constante k solicitada seria 

a mesma utilizada em todos os itens, pois encontrou vários valores de k. Das 

respostas apresentadas, duas equipes não seguiram o caminho tradicional para 
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escrever a função, mantendo a exponencial de base “𝑒” que fora proposta 

inicialmente. Eles usaram propriedades de exponenciais e logaritmo para trocar o 

termo 𝑒
𝑥
6

𝑙𝑛(
3

10) por ( 3

10
)

𝑥
6. Assim, trabalharam com a função 𝑓(𝑥) = 500 − 300( 3

10
)

𝑥
6.  

O item b solicitava o tempo de experiência que um funcionário deveria ter 

para produzir 350 peças mensais. O resultado dependia da determinação das 

constantes, logo o aluno que errou o item a, também errou o item b. Os demais 

grupos concluíram corretamente a questão, contudo as respostas tiveram pequenas 

variações causadas por arredondamentos. A grande maioria apresentou resposta 

com duas casas decimais, por exemplo, 𝑥 = 3,45 meses. Somente 4 equipes fizeram 

a conversão deste número para meses e dias (Figura 1). 

Figura 1 – Resposta do item b apresentada por uma equipe 

 
Fonte: Produção dos alunos, 2017. 

O item c questionava quanto tempo de experiência deve ter um funcionário 

para atingir um nível de produtividade de 600 peças/mês. Esse item foi respondido 

corretamente por 25 equipes. Para solucionar, a maioria das equipes seguiu uma ou 

as duas das seguintes estratégias: determinar analiticamente o valor de 𝑥  para que 

𝑓(𝑥) = 600; determinar pela interpretação gráfica o limite da função para 𝑥 tendendo 

a mais infinito. Os estudantes que seguiram a primeira estratégia chegaram em um 

logaritmo de logaritmando negativo e concluíram que um funcionário não poderia 

atingir um nível de produção de 600 peças mensais. Os estudantes que construíram 

o gráfico da função, o fizeram de forma manual ou com uso de algum software 

gráfico e o interpretaram de duas formas diferentes. Muitos responderam que a 

produção máxima é de 500 peças e três equipes responderam que a produção 

máxima é de 499 peças (Figura 2). 

Figura 2 – Respostas do item c apresentadas por duas equipes 

 

 

Fonte: Produção dos alunos, 2017. 

E ainda, uma equipe, formada por alunos que já cursaram ao menos uma vez 

a disciplina de CDI, calculou analiticamente o limite da função e obteve a resposta 
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de que a produção máxima é de 500 peças. Destaca-se que a professora não tinha 

trabalhado em sala de aula cálculo de limites por meio de propriedades, ou seja, os 

alunos lembravam do conteúdo de outros semestres. Duas equipes responderam 

errado. Dessas, uma chegou na expressão 𝑙𝑛 = 0,33. Para obterem este resultado 

erraram um sinal, aplicaram a função logaritmo natural somente no lado esquerdo da 

igualdade além de não escreveram o argumento do logaritmo. E, a outra equipe 

tomou o valor absoluto somente de um dos lados da igualdade a fim de continuar 

manipulando.  Uma equipe não respondeu. 

O item d, que tratava da análise gráfico da função para descrever a evolução 

da produtividade em relação ao tempo de experiência do funcionário, foi respondido 

corretamente por dez equipes. Dentre essas estão as três que, no item c, 

responderam que a produção máxima é 499 peças e novamente destacaram isso. 

Com problemas contextualizados como este, pode-se perceber como muitas vezes 

os alunos não se dão conta que estão trabalhando com funções com domínio 

contínuo, mas cuja imagem é um conjunto discreto, pois ao tratar de peças 

produzidas, não teria sentido falar, por exemplo, em 499,5 peças. Houve 13 

respostas parcialmente corretas, dessas a maioria com erros de interpretação 

equivocada da produção máxima em 500 peças, considerando que a produção se 

estabilizaria, ou seja, a função seria constante (Figura 3).  Quatro equipes 

construíram o gráfico errado e uma não respondeu.  

Figura 3 – Resposta do item d apresentada por duas equipes 

 
Fonte: Produção dos alunos, 2017. 

O item e definia como tolerância a diferença entre o máximo de peças que um 

funcionário pode produzir e o número de peças produzidas por um funcionário para 

que a empresa atingisse o mínimo satisfatório economicamente para o 
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desenvolvimento lucrativo da produção. A seguir, solicitava que fosse encontrado o 

tempo de experiência que um funcionário deveria ter para que a tolerância fosse de 

15% e 10%. Ao todo 23 equipes responderam corretamente. Descobriram que os 

15% e 10% do limite, correspondiam a 425 e 450 peças por mês, respectivamente. 

Efetuando os cálculos, encontraram por resposta em torno de 6,9 meses e 8,95 

meses, respectivamente. Estes valores foram determinados a partir do limite de 

produção que é igual a 500 peças. Das três equipes que responderam que a 

produção máxima era 499 peças mensais, duas efetuaram os cálculos e a terceira 

usou o gráfico feito no GeoGebra para determinar os valores aproximados como 

ilustra a Figura 4. Nesta figura é possível observar que a equipe escreveu errado no 

início, pois fizeram 499-15%, faltou escrever que era 15% de 499. Mas, pela 

resposta apresentada, percebe-se que fizeram esta consideração nos cálculos. 

Figura 4 – Resposta do item e apresentada por uma equipe 

 
Fonte: Produção dos alunos, 2017. 

Três equipes acertaram parcialmente o item e: uma definiu M como sendo o 

limite e finalizaram de forma errada a resolução da inequação 𝑀 − 15%𝑀 < 𝑓(𝑥) <

𝑀 + 15%𝑀; outra interpretou, equivocadamente, que um funcionário deveria ter ao 

menos 7 meses de experiência para que fosse admitido na empresa; e, a terceira, 

ao chegarem na expressão 
50

300
= 𝑒−0.2𝑥, para isolarem a variável 𝑥 aplicaram a 

função logaritmo na base 10 e erraram ao considerar que 𝑙𝑜𝑔(𝑒−0,2𝑥) = −0,2𝑥. 

Apenas um aluno errou esse item ao considerar os 15% e 10% a partir da 

quantidade inicial de peças, e um aluno não respondeu este item. 

O item f solicitava a relação existente entre M e 𝜀. Seis equipes finalizaram a 

determinação da relação entre as M e 𝜀: as que consideraram 499 peças como 

sendo o limite partiram de 𝑓(𝑀) = 499 − 𝜀 e encontraram 𝑀 =
6ln ((1+𝜀)/300)

𝑙𝑛(3/10)
; as que 

usaram o limite de produção igual a 500 peças obtiveram 𝑀 =
6ln (𝜀/300)

𝑙𝑛(3/10)
;  e duas 

equipes não isolaram 𝑀 em função de 𝜀. Doze equipes acertaram parcialmente este 

item: quatro erraram na interpretação da porcentagem; sete grupos responderam 

que quanto maior a tolerância menor é a exigência de experiência, usando valores 

fixos para chegar a essa conclusão (Figura 5); e uma equipe resolveu corretamente, 
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mas na finalização escreveu 𝑀 <
6ln (𝜀/300)

𝑙𝑛(3/10)
, quando formalmente seria a inequação 

contrária.  

Figura 5 – Resposta algébrica do item f apresentada por uma equipe 

 
Fonte: Produção dos alunos, 2017. 

Cinco equipes erraram o item f. Uma delas construiu um gráfico (Figura 6), 

que não corresponde ao gráfico da função dada, indicaram a reta 𝑦 = 500, 

considerando-a como sendo uma assíntota horizontal, porém no gráfico ilustrado 

isso não ocorre. Ainda, destacaram no gráfico as tolerâncias do item anterior e 

indicaram M. Para finalizar escreveram lim𝑥→∞ 𝑓(𝑥) = 500, mas ao aplicarem a 

definição, escreveram |𝑓(𝑥) − 6| < 𝜀 sem nenhuma justificativa. A outra equipe que 

errou fez 𝜀 = 𝑓(𝑀) e encontrou por resposta 𝑀 =
−1

2
𝑙𝑛 (

𝜀−500

−300
). A terceira equipe 

desta categoria, usou 𝑀 como se fosse o 𝛿 da definição formal de limite num ponto. 

A quarta, apresentou a expressão 𝑀𝑥 = 𝜀, assumiu 𝑀 = 6,9086  e 𝜀 = 425, 

encontrou 𝑥 = 61,5175 e concluiu dizendo 𝑥 era a relação entre 𝑀 e 𝜀. A quinta 

equipe, usou resultados errados obtidos no item anterior. E, cinco equipes não 

apresentaram solução. 

Figura 6 – Resposta geométrica do item f apresenta por uma equipe 

 
Fonte: Produção dos alunos, 2017. 

O item g requisitava  uma relação entre as variáveis M, L, 𝜀, 𝛿 e representá-

las no gráfico. Somente um aluno respondeu por completo este item (Figura 7). 
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Figura 7 – Resposta do item g apresentada por uma equipe 

 
Fonte: Produção dos alunos, 2017. 

Dezenove equipes acertaram parcialmente, sendo que algumas 

representaram errado o gráfico ou representaram sem a indicação das variáveis e 

outras não encontraram a relação para M.  

Cinco equipes não responderam. Quatro responderam errado: uma disse que 

𝑀 = 𝜀𝐿, porém não justificou essa informação; outra não encontrou M e na 

representação gráfica, misturou a interpretação geométrica de limite infinito com 

limite no ponto (Figura 8); uma errou tanto a determinação de  𝑀 como representou 

o gráfico errado; e, a última deste grupo, representou um gráfico errado que não 

possui assíntota horizontal. 

Figura 8– Resposta do item g apresentada por uma equipe 

 
Fonte: Produção dos alunos, 2017. 

O item h solicitava que fossem preenchidos nos espaços em branco, da 

definição formal de limite no infinito, as constantes M, L, 𝜀, 𝛿. Aqui treze equipes 

responderam corretamente (Figura 9); onze equipes preencheram erroneamente ao 

menos um dos espaços (Figura 10); quatro não responderam. 

Figura 9 – Exemplo de resposta correta do item h apresentada por uma equipe 

 
Fonte: Produção dos alunos, 2017. 
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Figura 10 – Exemplo de resposta incorreta do item h apresentada por uma equipe 

 
Fonte: Produção dos alunos, 2017. 

 

CONSIDERAÇÕES FINAIS 

As experimentações das sequências possibilitaram verificar que a maior 

dificuldade dos alunos estavam relacionadas com a abstração do  conceito de limite 

no infinito, ou seja, ao utilizar os símbolos e inequações na generalização ocorreram 

um número maior de erros comparado as questões anteriores que eram 

contextualizadas. No entanto, com as adaptações das atividades propostas, na 

última sequência, podemos perceber que o número de acertos ou acertos parciais 

foi maior do que o número de erros, apontando um resultado positivo. Com relação 

aos erros relacionados ao uso inadequado de propriedades de funções exponenciais 

e logarítmicas foi reduzido significativamente, visto que a maioria conseguiu acertar 

essas questões. 

 Acreditamos que o auxílio da resolução de problemas contextualizados pode 

facilitar a aprendizagem do conceito de limite no infinito ao atribuir algum significado 

concreto a definição formal. Salientamos que o professor que tem interesse de 

colocar em prática alternativas diferenciadas de ensino, não deve desanimar caso 

suas primeiras propostas de atividades não ocorram como previsto, pois elas 

permitem identificar erros e dificuldades apresentadas por seus alunos, e, com o 

intuito de amenizar estes problemas, readequar os recursos didáticos utilizados.  

Além disso, também são necessárias mais experiências para os alunos 

adquirirem habilidades e competências matemáticas, pois assim, os processos de 

generalização e síntese se efetivarão. 
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