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Resumo: Este trabalho visa analisar as atividades de combinatéria apresentadas em livros didaticos
da Educacdo Primaria do Chile. Realiza-se uma investigacdo sobre os tipos de problemas
combinatérios, estratégias de resolucdo e/ou representacdo apresentadas e, ainda, uma discussao
sobre em que eixos/blocos de conteldos tais problemas foram observados. Os livros escolhidos
foram selecionados para as escolas pelo Ministério de Educacao de Chile para o ano de 2017. Os
resultados indicam que este tema é pouco abordado ao longo da Educacado Primaria no Chile, o que
acompanha as diretrizes curriculares chilenas. Os problemas combinatérios mais frequentemente
apresentados sdao os de combinacdo, seguidos dos de produto cartesiano, arranjo e permutacéo,
apesar de, na maioria das vezes, ndo serem focalizados o esgotamento de todas as possibilidades.
As representaces simbodlicas mais presentes nesse tipo de problemas sdo a linguagem natural e a
listagem e poucas situacbes promovem a conversao entre outras representacées. A maioria dos
problemas combinatérios se encontra no eixo de nimeros e operacdes, seguidos de dados e
probabilidade. A auséncia de uma abordagem mais ampla da Combinatéria nos livros chilenos pode
impedir um desenvolvimento desde cedo do raciocinio combinatério.
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INTRODUCAO

O livro didatico é um recurso frequentemente utilizado no ensino e na
aprendizagem de Matematica, auxiliando os professores em sua pratica e na
interpretacdo das orientagdes curriculares, bem como complementando, em alguns
aspectos, as suas formacdes. O livro também € importante por orientar o
desenvolvimento conceitual dos estudantes. Bonafé e Rodriguez (2013, p.209)
afirmaram que “em plena era digital, os livros didaticos continuam sendo o
dispositivo didatico hegemdnico para o desenvolvimento curricular nas aulas de
educacao primaria e secundaria e, com intensidade crescente, também na educacgao
infantil”.
Chevallard (1991) reafirma a importancia do livro didatico, quando discute a
transposicao didatica, fazendo referéncia a adaptacdo sofrida pelos conteddos
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matematicos para o desenvolvimento do trabalho em um nivel educativo especifico.
Os livros didaticos, assim, adaptam os saberes matematicos, tornando-os
escolarizaveis, ou seja, transformam os conteudos para termos e atividades
compreensiveis aos estudantes dos distintos niveis de escolarizac¢ao.

A partir da importancia atribuida aos livros didaticos, inUmeras pesquisas
nacionais e internacionais vém sendo desenvolvidas, a fim de compreender as
diferentes facetas desse recurso. No ICMT-2017 (International Conference on
Mathematics Textbook Research and Development) foram discutidas tematicas
como: tipos de metodologias de pesquisa desenvolvidas sobre os livros, andlises
dos livros, utilizacdo por professores e alunos, perspectiva historica,
desenvolvimento de livros, influéncia de politicas educacionais e tecnologias —
abordando, assim, diferentes aspectos do livro didatico.

Dentre as teméaticas discutidas em pesquisas referentes ao livro didatico, esse
trabalho se inclui naquelas que abordam caracteristicas especificas e tratamentos
para as atividades de Combinatéria em livros chilenos de Educacdo Primaria. O
artigo encontra-se dividido em quatro secdes. Na proxima secao apresenta-se uma
discussao sobre Combinatéria nos anos iniciais e, em seguida, séo discutidos alguns
estudos anteriores. Na terceira secao explicita-se o desenvolvimento do método e,
por fim, encontram-se a discussao dos resultados obtidos e as consideracdes finais

do estudo.

ENSINO E APRENDIZAGEM DE COMBINATORIA NOS ANOS INICIAIS

No Brasil, a partir da publicacdo dos Parametros Curriculares Nacionais
(BRASIL, 1997), os documentos curriculares oficiais recomendam o tratamento da
Combinatéria desde os anos iniciais. Atualmente, a Base Nacional Curricular
Comum orienta o trabalho com problemas de contagem a partir do 4° ano (alunos
com nove anos) por meio da resolugédo de problemas “com o suporte de imagem
e/ou material manipulavel [...] utilizando estratégias e formas de registro pessoais”
(BRASIL, 2016, p.247).

Pesquisadoras como English (2005) e Borba (2016) enfatizam a valorizagéo
de estratégias pessoais para a resolucédo de problemas combinatérios, como forma
de potencializar a aprendizagem desde os anos iniciais de ensino. English (2005,
p.131) advoga sobre a inclusdo de problemas combinatérios no curriculo que

“‘desafiem criancas a explorar ideias e processos combinatérios, sem a instrucao
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direta do professor”. Borba (2016, p.13) defende que aproximacdes, em sala de
aula, das orientacdes curriculares sobre Combinatéria nos anos iniciais, “podem se
basear em evidéncias empiricas de conhecimentos intuitivos por parte das criancas”.

Pessoa e Borba (2009, p.142) analisaram além dos desempenhos, as
estratégias utilizadas por alunos dos anos iniciais para resolucdo de problemas
combinatoérios. Verificaram que os alunos apresentaram estratégias que deram
conta, pelo menos parcialmente, da resolugcdo dos problemas e afirmaram que as
mesmas “devem ser aproveitadas pela escola para ajuda-los a avancar na
compreensado dos diversos tipos de problemas e no seu desenvolvimento
conceitual”.

Maher, Powell e Uptegrove (2010), em um estudo longitudinal, observaram
doze anos de producdes escritas, orais e acdes de estudantes, acompanhando a
construcdo de heuristicas, argumentos e justificativas para a resolucdo de
problemas combinatérios. Apesar de ndo terem por objetivo ensinar Combinatéria
para os alunos, os resultados desse estudo apontaram que alunos nos primeiros
anos escolares evidenciam o uso de raciocinios indutivos, apresentam organizacdes
de trabalho pelo levantamento de possibilidades e apresentam justificativas a partir
de contradi¢des, ou seja, argumentando o motivo de elementos de listagem fazerem,
ou nao, parte do conjunto das possibilidades.

Autores como Fishbein (1975) e Batanero, Godino e Navarro-Pelayo (1996)
defendem a necessidade de ensino de técnicas, de instrucdo adequada para o
desenvolvimento do raciocinio combinatério, principalmente porque esse tipo de
pensamento ndo € construido de forma espontanea. Nessa perspectiva, algumas
investigacdes discutem e advertem sobre a necessidade do ensino e da
aprendizagem de Combinatéria desde anos iniciais, pois esse contetudo possibilita a
aquisicao de novas habilidades, como defendem as autoras Borba, Pessoa, Rocha e
Assis (2014):

o desenvolvimento proporcionado pelo estudo da Combinatéria ndo se
limita a conhecimentos matematicos, mas também a outras areas,
pois, na resolugdo de problemas combinatorios, os estudantes sdo
estimulados a pensarem de modo hipotético, a levantarem
possibilidades e a julgarem a adequacdo das possibilidades
levantadas, a partir de uma grande variedade de situactes (p.116).
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Assim como no Brasil, a Matematica, nas diretrizes curriculares chilenas, é
subdividida em eixos (numeros e operacdes, padrdes e algebra, geometria,
medicéo, dados e probabilidade). Em Chile, o documento das diretrizes curriculares
do Ministério de Educacéo, apresenta pela primeira vez os temas de estatistica e
probabilidade em Educacdo Primaria (DIAZ-LEVICOY; BATANERO; ARTEAGA;
GEA, 2016; DIAZ-LEVICOY; MORALES; LOPEZ-MARTIN, 2015). Tais diretrizes
apresentam, além de objetivos especificos para cada eixo, conjuntos de habilidades
mateméaticas que deverdo ser desenvolvidas ao longo de cada ano de ensino, a
saber: resolver problemas, representar, modelar, argumentar e comunicar. No
entanto, a Combinatéria, pelo menos explicitamente, ndo faz parte dos conteddos
trabalhados na etapa inicial de ensino no Chile.

Algumas habilidades, como a resolucédo de problemas por meio de diferentes
estratégias que percorre todos os anos da educacao primaria em Chile, pode ser
uma habilidade trabalhada por meio da Combinatéria. O documento Bases
Curriculares da Educacédo Basica do Chile (MINEDUC, 2012) apresenta que no 5° e
6° ano, ja se iniciam algumas discussfes sobre a probabilidade, como por exemplo,
a comparacdo de probabilidades sem a utilizagcdo de célculos e a realizacdo de
conjecturas sobre os resultados obtidos a partir de experimentos. Nessas
discussbes, podem ser utilizadas, de maneira inicial, a listagem de possibilidades ou
a comparacao de espag¢os amostrais, que tém como base o raciocinio combinatorio.

Outra possibilidade de trabalho com Combinatéria implicita pode ser
identificado, tal como ocorre no Brasil, no eixo de nimeros e operacdes a partir do 3°
ano, quando é explicitado o objetivo de trabalho com problemas de multiplicacdo. Tal

hipotese sera verificada por meio da andlise realizada no presente estudo.

ESTUDOS ANTERIORES

O guia do Programa Nacional do Livro Didatico de Matematica para 0s anos
iniciais — PNLD 2016 (BRASIL, 2015) — aponta a necessidade de ampliacdo dos
capitulos destinados a Estatistica, Probabilidade e Combinatéria das colecdes
analisadas. Algumas investigacfes ja apontam a presenca da Combinatéria em
livros didaticos dos anos iniciais.

Barreto e Borba (2010), com base na Teoria dos Campos Conceituais de
Gerard Vergnaud, analisaram os problemas combinatorios presentes em cinco

colecdes de livros didaticos de Matematica dos anos iniciais do Ensino Fundamental.

VIl CONGRESSO INTERNACIONAL DE ENSINO DA MATEMATICA — ULBRA, Canoas, 2017



Foram encontrados 235 problemas combinatérios, sendo o mais comum dentre eles
0 problema de combinacéo, e, a seguir, produto cartesiano, permutacdo e arranjo.
As colecdes apesar de apresentarem, por muitas vezes, apenas o enunciado dos
problemas, possuiam uma diversidade de representacdes simbolicas — utilizando
desenhos, tabelas e, em alguns livros, arvores de possibilidades.

Silva e Pessoa (2015) analisaram os problemas combinatérios em duas
colecdes de livros didaticos (uma dos anos iniciais e outra dos anos finais do Ensino
Fundamental), também com o uso da teoria dos Campos Conceituais de Vergnaud.
As autoras afirmaram que os tipos de problemas combinatérios nos anos iniciais
mais frequentes sao os produtos cartesianos, seguidos de permuta¢céo, combinagao
e arranjo. Nos anos finais, os problemas mais frequentes s&o permutacao,
combinacéao, arranjo e produto cartesiano. Com relacao a distribuicdo dos problemas
combinatérios em relagéo aos anos, foi observado maior numero de problemas no 5°
ano (17 dos 38 problemas encontrados na colecao dos anos iniciais) e no 6° ano (30
dos 54 problemas encontrados na colecdo dos anos finais). No 6° ano foi 0 Unico
livro dos anos finais no qual se apresentou todos os tipos de problemas
combinatérios simples. As autoras corroboraram o resultado de Barreto e Borba
(2010) quando identificam que as representacdes simbodlicas mais utilizadas foi
apenas o enunciado. Martins (2016) objetivou analisar os problemas combinatérios
apresentados em oito livros de Matematica do 5° ano do Ensino Fundamental
aprovados no PNLD 2016. A autora observou que apenas um dos livros apresentou
0S quatro tipos de problemas combinatérios. Além disso, constatou que 0s
problemas mais frequentes sdo os de combinacgao, produto cartesiano, permutagao
e arranjo e observou pouca variacao na representacdo simbolica de tais problemas,
sendo mais frequentes problemas com apenas enunciado (55%), seguidos por
agueles que apresentam desenho (34%), quadro (11%) e arvores de possibilidades
(4%)

Borba, Azevedo e Bittar (2016) investigaram como representacdes simbolicas
de problemas combinatorios sdo tratadas em livros didaticos dos anos iniciais do
Ensino Fundamental. A partir da analise de duas cole¢Bes de livros didaticos (uma
de 1° a 3° ano do Ensino Fundamental, outra de 4° a 5° ano do Ensino Fundamental)
observaram que os problemas de arranjo ndao foram apresentados nas colecoes,
contrapondo-se ao indicado pelos Parametros Curriculares Nacionais (BRASIL,

1997), e ainda, constataram que a linguagem natural e desenhos s&o as
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representacdes mais frequentes, e que quadros e arvores de possibilidades séo
presentes apenas em problemas de produto cartesiano.

Com base nas investigacdes aqui apresentadas, observa-se que, ao longo do
tempo, nos livros didaticos brasileiros dos anos iniciais do Ensino Fundamental,
problemas combinatérios sao apresentados nos diferentes anos dessa etapa,
mesmo que ndo de forma a abranger todos os tipos em um Unico ano. Constata-se
gue existe a predilecao pelos problemas de combinacéo e produto cartesiano, e que
se apresentam diferentes tipos de representacdes simbdlicas no tratamento desses
problemas, mesmo que de maneira superficial e/ou pontual a um determinado tipo

de problema.

METODO

Neste artigo utilizou-se uma metodologia qualitativa (PEREZ-SERRANO,
1994), de nivel descritivo (HERNANDEZ; FERNANDEZ; BAPTISTA, 2006), mediante
andlise de contetdo (LOPEZ-NOGUERO, 2002).

O sistema educativo para educacdo primaria no Chile tem algumas
semelhancas e diferencas ao sistema educacional brasileiro. No Quadro 1

apresenta-se uma comparacgao entre as divisbes em anos dos dois sistemas.

Quadro 1 — Comparagao entre anos/idades da fase inicial da Educacgéo Brasil e Chile

Anos iniciais do Idade prevista para | Educacao priméria | Idade prevista para
Ens. Fund. Brasil os alunos Chile os alunos
1° ano 6 1° ano 6-7
2% ano 7 2% ano 7-8
3%ano 8 3% ano 8-9
4° ano 9 4° ano 9-10
5% ano 10 50 ano 10-11
Inicio dos anos finais do Ens. Fund. Brasileiro 6° ano 11-12

A amostra foi formada por seis livros, de 1° a 6° anos de Educagéo Primaria.
Estes livros correspondem aos que sao escolhidos pelo estado para serem
distribuidos gratuitamente aos colégios publicos e particulares subvencionados. A
escolha se justifica por serem amplamente usados por professores e estudantes de
Educacado Primaria no Chile, fazerem parte das cole¢es que foram publicadas ap6s
a atualizacdo das diretrizes curriculares estabelecidas pelo MINEDUC (2012), além
de serem escolhidos pelo estado para cada curso (isso justifica os autores

diferentes).
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As variaveis utilizadas para descricdo das atividades foram: tipos de
problemas combinatérios, representacdes apresentadas e/ou estratégias vinculadas
a resolucao do problema (listagem, arvore de possibilidades, quadro, multiplicacéo),
eixos e/ou blocos de conteldos nos quais as atividades sao apresentadas (nimeros
e operacgOes, padrbes e algebra, geometria, medicdo, dados e probabilidade).

Sobre os tipos de problemas combinatérios, utilizou-se a classificacdo de
problemas proposta por Pessoa e Borba (2009), principalmente, por se tratar de
problemas combinatérios da educacdo primaria. Nessa classificacdo as autoras
consideram os problemas combinat6rios como:

e Produto cartesiano — que envolve dois ou mais conjuntos disjuntos que sao
combinados, a partir da selecdo de um elemento de cada um dos conjuntos
independentes, gerando um novo conjunto de elementos, de natureza distinta da
dos conjuntos disjuntos dados;

e Permutacdo — que envolve a ordenacao de todos os elementos de um conjunto;

e Arranjo — que envolve a escolha de um grupo de elementos de um conjunto
maior, em que a ordem dos elementos do grupo gera novas possibilidades;

e Combinacéo — que envolve a escolha de um grupo de elementos de um conjunto
maior, em que a ordem dos elementos do grupo nédo gera novas possibilidades.

A sequir, apresentam-se alguns dos resultados encontrados.

RESULTADOS
Nos livros analisados, foram encontrados apenas 26 problemas
combinatérios, os quais foram distribuidos na Quadro 2 por tipo de problema e por

ano de escolarizacao.

Quadro 2 - Tipos de problemas combinatérios encontrados por ano do livro didatico

Tipos de prob. Anos escolares Total
combinatorios 1° 20 3° 40 50 6°
Prod.Cartesiano 2 5 7
Permutacéao 1 2 1 4
Arranjo 1 1 4 6
Combinagéo 1 3 2 3 9
Total 1 4 3 6 6 6 26

Constata-se 0 pequeno numero de problemas combinatérios dos livros

chilenos, o que pode ser devido a esse contetdo néo ser foco do curriculo nessa
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etapa de ensino. No entanto, em todos os livros encontra-se algum problema desse
conteudo. Observa-se que o problema combinatério mais comum é o de
combinacédo, seguidos por produto cartesiano, arranjo e permutacdo. Nao ha, como
esperado, um livro que aborde os quatro tipos de problemas combinatorios.

A maioria dos problemas encontrados, ndo exige 0 esgotamento de
possibilidades, sendo necesséria a listagem apenas de algumas delas, como se

observa na Figura 1.

Figura 1 — Problema de permutac&o com elevado numero de possibilidades

7. Elena quiere ordenar los objetos que estan sobre la
mesa de acuerdo a sus formas. Haz una lista organizada
de como puede ordenar los objetos.

.83

Fonte: Livro 4° ano,

©

Nesse problema, primeiro tem-se que agrupar por tipo (cone, cubo,
paralelepipedo, piramide, esfera, cilindro) e depois variar a ordena¢cédo dos objetos.
Na resposta apresentada a esse problema, os autores respondem apenas “multiplas
respostas”, nesse caso justificado pelo grande nimero de possibilidades. Esse tipo
de problema pode ser classificado como problema combinatério composto, posto
gue, representa situacdes que fazem uso de mais de uma operacdo combinatoria,
no caso especifico, variadas permutacoes.

Em outro livro, com um numero menor de possibilidades (Figura 2), o autor

apresenta o numero total de possibilidades.

Figura 2 — Problema de permutacdo com pequeno numero de possibilidades
A

Si @) quiere programar 3 canciones para escuchar una

sequida de la otra, ;de cudantas maneras podria programarlas?

Fonte: Livro 6° ano, p.245
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Além da escolha e ordem dos elementos, Batanero et al (1996) discutem a
repeticdo de elementos como outro aspecto que pode gerar, ou ndo, novas
possibilidades (nos problemas de selecdo). Na analise, observou-se que em alguns
problemas encontra-se a possibilidade de repeticdo dos elementos, como mostra a
Figura 3.

Figura 3 — Problema de arranjo com repeticéo

Combina los digitos 0, 5y 9, y forma cinco numeros de siete cifras. Luego, explica por qué estos
nameros son distintos, aunque tengan los mismos digitos. Considera que puedes repetir los digitos.

Fonte: Livro 5° ano, p.27

Nesse caso, também ndo ha preocupacdo do autor com o esgotamento de
possibilidades, até porque a resposta € 2.3° ou seja, 1458 possibilidades de
nameros diferentes, o que inviabiliza um processo de enumeracdo dessas
possibilidades.

Outros casos observados foram os problemas combinatérios condicionais
(Figura 4). Os problemas combinatérios condicionais exigem dos alunos o
reconhecimento de certas relacdes combinatérias que influenciam no ndamero total

de possibilidades.

Figura 4 — Problema de arranjo com repeticdo e com condicéo

Escribe con cifras y con palabras un nimero de siete cifras que cumpla cada condicion.
El digito de las unidades de millén que sea menor que 5 y el de las centenas de mil, mayor que 3.
Los digitos del nimero suman 36.

El digito de las unidades de millén estd entre 5y 8 y el resto de los digitos son nlmeros pares.

Fonte: Livro 5° ano, p.28

Borba e Braz (2012, p.5) classificaram problemas condicionais utilizando
critérios cognitivos, considerando aspectos relativos “a explicitacdo (ou nao) de
determinados elementos que devem fazer parte das possibilidades validas,
posicionamentos, proximidades e/ou ordenacfes especificas que certos elementos
devem apresentar”. Na Figura 4 verificam-se condicdes para posi¢des especificas,

explicitando critérios para as possibilidades.
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Com relacédo as representacdes observadas, corroborando com os estudos

anteriores, o0 enunciado em linguagem natural € a forma mais frequente de

apresentacao dos problemas, como se pode observar na Quadro 3.

Quadro 3 - Tipos de representacdes/estratégias apresentadas/solicitadas para os

problemas combinatdrios identificados, por ano de escolarizacéao.

Tipos de Anos escolares Total
representacdes 10 20 30 40 50 6°

LN 1 2 3 6 1 13

LN-L 1 2 1 1 5
LN-L-A 1 1 2
LN-D 1 1
LN-Q 1 1
LN-A 3 3
LN-M 1 2 3 6 1 13

LN: Linguagem Natural; L: Listagem; A: Arvore de Possibilidades; D: Desenho; Q: Quadro;

M:Multiplicacao.

Em alguns livros observa-se pouca variagdo do tipo de representacdo, como

no caso do 1° e 5° anos. A solicitagdo de elaboracédo de listagens foi mais frequente

gue outras formas de representacéo, tais como arvores de possibilidades (Figura 5)

gue foram pouco exploradas.

Figura 5—- Problema de produto cartesiano com representacdo em arvore de

possibilidades

Ejemplo 2

Sa lanzan dos dados de seis caras y se observan los puntos obtenidos en las caras
superiores. Escribe los resultados posibles.

sCodmo lo hago?

Puedes usar un diagrama de drbol para visualizar los resultados.

Escribe los casos posibles en el lanzamiento de los dos dados que se observan
en el diagrama.

En total son 36 casos, los que comesponden a los siguientes:

Fonte: Livro 6° ano, p.247.
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Na Figura 5, verificam-se as conversées de Linguagem Natural para Arvore
de Possibilidades e, ainda, para Listagem por meio de pares ordenados. Borba,
Azevedo e Bittar (2016) advogam que a proposi¢cdo de multiplas representacoes de
problemas combinatérios e a conversao entre representacdes, propostas em livros
didaticos brasileiros, sdo bastante positivas. Advertem, no entanto, para auséncia de
orientacdes para o trabalho de professores para esse aspecto.

A arvore, como observado por Azevedo e Borba (2013), é uma representacao
gue possibilita o levantamento sistemético de possibilidades e, nesse sentido, deve
ser mais explorada nos problemas combinatorios trabalhados em livros didaticos de
anos iniciais de escolarizacao.

Com relacdo a distribuicdo dos problemas combinatorios por eixo de
conhecimento matematico, constatou-se a partir da Quadro 4, sua organizacao por

ano escolar.

Quadro 4 - Problemas combinatdrios por eixo de conhecimento

Tipos de representacdes Anos escolares Total
1° 20 3° 40 5° 6°
NuUmeros e operacdes 1 3 3 4 4 0 15
Padrbes e algebra 0
Geometria 1 1
Medidas 1 2 3
Dados e probabilidade 1 6 7

Verificou-se que a maioria dos problemas estd no eixo de numeros e
operacoes, seguido por dados e probabilidade. Os eixos de geometria e de medidas
sdo também utilizados como contextos para exploracdo de problemas
combinatérios, 0o que parece ser positivo, pois permite a inter-relacdo entre o0s

diferentes contetidos de Matemaética.

CONSIDERACOES FINAIS

No estudo, observou que nos livros chilenos — diferentemente dos brasileiros
— as situacBes combinatdrias sdo pouco exploradas nos anos iniciais. Verificou-se
que, apesar do numero reduzido de situacbes, elas apresentaram, no geral,
diversidade de tipos de problemas combinatérios, além de focalizar problemas

combinatoérios condicionais e compostos.
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A maioria dos problemas combinatdrios apresentados ndo possui foco no
esgotamento de todas as possibilidades, priorizando a listagem/enumeracdo de
algumas poucas opc¢des. Advoga-se, no entanto, que 0s manuais poderiam orientar
o professor a comparar as diferentes possibilidades propostas pelos alunos,
possibilitando a enumeracéo sistemética.

Ha necessidade de maior exploracdo em termos de maior variedade dos tipos
de problemas em cada ano escolar, maior diversidade de representacdes simbolicas
utilizadas nos enunciados e nas resolucdes esperadas para os problemas, bem

como a apresentacao de situagdes combinatérias nos distintos eixos.
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