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Resumo: Neste artigo, tem-se o objetivo de expor os resultados da aplicacdo de parte de um
experimento de ensino da disciplina de Geometria Analitica e Algebra Linear, especificamente sobre
0 conceito de composicdo de transformagdes lineares planas, o qual foi elaborado de modo a
explorar relacdes entre representacdes gréfica, algébrica, matricial e da lingua natural. O
experimento, desenvolvido nos ambientes papel e lapis e GeoGebra, contou com a participacédo de
quatorze alunos provenientes de cursos de exatas — Engenharias e Ciéncia da Computacéo - de
uma instituicdo privada de ensino superior. O estudo foi fundamentado na teoria dos registros de
representacdes semidticas e sua elaboracao e conducao se basearam em aspectos da metodologia
de Design Experiment. As producfes dos sujeitos revelaram que um trabalho de integracédo dos
ambientes papel e lapis e computacional favoreceu a andlise das relagdes entre representacdes
semidticas e permitiu a constatacdo, em diferentes registros, da ndo comutatividade da composicao
de transformag®es lineares. O aspecto dindmico do software favoreceu a construgdo de conjecturas
e o0 estabelecimento de relac6es entre representagfes graficas e matriciais.

Palavras Chaves: Composicdo de Transformagbes Lineares. Registros de Representacdes
Semidticas. Design Experiment. GeoGebra.

Introducéo

A disciplina de Geometria Analitica e Algebra Linear desempenha uma funcéo
vital no curso de Ciéncia da Computacdo. Em particular, as transformacoes
geométricas estudadas no campo da Matematica sdo utilizadas posteriormente na
disciplina de Computacdo Gréfica, uma vez que traduzem movimentos de rotacao,
projecdo ortogonal, reflexdo, cisalhamento, dentre outros.

Varios pesquisadores, tais como Santos (2013) e Dallemole et al. (2011),
apontam as dificuldades dos estudantes em lidar com questbes da Geometria
Analitica e citam a problematica de se limitar a resolugdo de exercicios a um
tratamento algoritmico. Karrer (2006) estabeleceu uma andlise comparativa no
contetido das transformaces lineares entre livros didaticos de Algebra Linear e de
Computacido Grafica. Esse estudo revelou que na disciplina de Algebra Linear, as
representagcbes predominantes sdo a algébrica e a numérica, sendo deficiente a

exploracdo de representacdes dos registros grafico e matricial. J& nos livros de
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Computacao Grafica, a conversao entre representacdes desses dois ultimos registros
€ a mais requerida. Desta forma, Karrer (2006) concluiu que ha um descompasso
entre o que é valorizado em Algebra Linear e o que é enfatizado na &rea de
Computacdo Grafica e que tal fato pode trazer prejuizos para o aluno quando do
estabelecimento de relagdes entre conceitos dessas duas disciplinas.

Borba e Penteado (2010) e Noss e Hoyles (2009) destacaram as vantagens de
integrar ferramentas computacionais no ensino de Matematica, sendo que 0s recursos
dindmicos, em particular, favorecem exploracdes distintas das que normalmente sao
realizadas em ambientes estaticos, do tipo papel e lapis, e permitem que o aluno
desempenhe uma atitude mais ativa frente a construcdo do conhecimento.

O estudo de Karrer (2006) apontou que os livros de Algebra Linear
frequentemente indicados nas referéncias bibliograficas de cursos de exatas do pais
pouco integram recursos computacionais e, quando o fazem, normalmente sao
ambientes com indicacdo de tratamentos algébricos e numéricos, mas nao graficos.

Desta forma, partiu-se do pressuposto que a elaboracdo de uma abordagem
na disciplina de Algebra Linear que tratasse dessas transformacdes em um ambiente
computacional dindmico provavelmente despertaria, no estudante do curso de Ciéncia
da Computacéo, o interesse em relacionar os conhecimentos matematicos com os de
computacao.

Com isso, foi elaborado um experimento de ensino que tratou das
transformacdes lineares planas no ambiente GeoGebra, construido de forma a
explorar relacdes entre representacdes dos registros algébrico, grafico, matricial e da
lingua natural, para que o aluno pudesse construir um conhecimento focado na sua
area de interesse. Essa ferramenta foi selecionada pelo fato de se adequar a proposta
do estudo, que procurou adotar um ambiente favoravel a construcéo de conjecturas e
ao estabelecimento de relagbes dinadmicas e simultaneas entre representacdes
matriciais e gréficas.

O estudo foi fundamentado na teoria dos registros de representagcbes
semidticas de Duval (1995, 2006, 2011), sendo desenvolvido segundo aspectos da
metodologia de Design Experiment de Cobb et al. (2003)

Nesse artigo, apresenta-se a analise da aplicagdo de parte desse
experimento, a qual tratou da composi¢ao entre duas transformacdes lineares. Teve-
se 0 objetivo de investigar as trajetérias dos estudantes na andlise da néo

comutatividade das transformacfes, por meio de um enfoque que relacionou
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representacdes graficas, matriciais, algébricas e da lingua natural. O experimento foi
aplicado em um laboratdrio de informatica e contou com sete duplas de estudantes de
cursos de exatas - Engenharias e Ciéncia da Computacao - de uma instituicao privada

de ensino superior.

Fundamentacéo Teorica

Dada a importancia de estabelecer relacdes entre representacdes de diferentes
registros e visando integrar na Algebra Linear representacées dos registros gréfico e
matricial no tratamento das transformacdes lineares, uma vez que deficiéncias deste
tipo de exploracdo foram apontadas por Karrer (2006), o presente trabalho foi
fundamentado na teoria dos registros de representacbes semidticas de
Duval (1995, 2006, 2011). Para esse autor, o carater abstrato da Matemética faz com
gue 0 acesso a seus objetos seja dado necessariamente por meio de um sistema de
representagfes semidticas.

Duval (2006) afirma que existem trés atividades cognitivas que caracterizam
um registro de representacdo semiotica, denominadas formacdo, tratamento e
conversdo. Como exemplos de registros de representacfes semiodticas podemos
destacar o algébrico, o gréafico e o da lingua natural.

A atividade de formacdo de representacbes em um registro objetiva exprimir
uma representacdo mental ou evocar um objeto real. Ao transformar uma
representacdo em outra, pode-se ter uma atividade de tratamento ou de conversao.
Se essa transformacéao se der no interior de um mesmo registro, tem-se um tratamento
e, caso ocorra entre representacdes de registros distintos, tem-se uma conversao.

Segundo Duval (2011), é na conversao que 0s alunos apresentam maior
dificuldade, uma vez que essa atividade cognitiva pode sofrer dois efeitos: o fenémeno
da ndo congruéncia e o da heterogeneidade nos dois sentidos de conversédo. No
primeiro fenbmeno, o autor aponta que, para haver congruéncia entre duas
representacbes, deve ocorrer correspondéncia semantica entre as unidades
significantes que as constituem, uma mesma ordem possivel de apreensdo das
unidades das duas representacfes e conversao de uma unidade significante de
representacédo de partida para uma unidade significante correspondente no registro
de chegada. Quando pelo menos uma dessas caracteristicas ndo ocorre, tem-se uma
conversdo ndo congruente. Com relacdo a heterogeneidade nos dois sentidos de

converséo, o autor destaca que uma conversao pode ser congruente em um sentido
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e ndo congruente no sentido contrario, sendo que normalmente esse fato ndo é levado
em consideracao no ensino de Matematica.

Outra dificuldade dos estudantes apresentada por Duval (2006) refere-se ao
fato de confundirem um objeto matematico com uma de suas representacdes e, por
este motivo, € vital, na visdo do autor, que se proponha um ensino que diversifique os
registros, para que o estudante possa ter elementos para efetuar essa distin¢ao.

Ainda, para o autor, um registro pode ser multifuncional, quando admite varias
formas de tratamento que ndo sdo algoritmizaveis, ou monofuncionais, quando
tratados de modo processual. Ainda, um registro pode ser discursivo, quando permite
o discurso, ou nado discursivo. Neste tipo de classificacdo, o registro algébrico é
monofuncional discursivo, o grafico € monofuncional ndo discursivo, a lingua natural
€ multifuncional discursivo e o figural € multifuncional néo discursivo.

Duval (2011) revela que, nos niveis mais avancados de ensino, 0 uso de
registros monofuncionais é privilegiado, sendo a lingua natural e as figuras
geométricas consideradas como objetos 6bvios. O pesquisador afirma que tratar um
objeto matematico sem diversificar os registros pode trazer prejuizos ao aluno para a
compreensao do conceito e pode dificultar a ocorréncia de avanc¢os de qualidade em
suas producdes.

A teoria de Duval insere-se no modelo cognitivo do processo da aprendizagem
matematica, que procura analisar as condi¢cdes cognitivas internas necessarias para
que o estudante compreenda Matematica. Nesta visdo, o entendimento matematico
depende da mobilizacdo e da coordenacdo de varios registros de representacdes
semioticas.

Coerentes com essa visado, 0 experimento de ensino elaborado procurou
explorar relacdes entre representacdes dos registros gréafico, algébrico, matricial e da
lingua natural, englobando registros tanto mono como multifuncionais, envolvendo
conversdes entre representacbes de diferentes registros nos dois sentidos de

conversao.

Metodologia

Para construir e conduzir o experimento de ensino, foram adotados aspectos
da metodologia de Design Experiment de Cobb et al. (2003). O foco dessa
metodologia € analisar as compreensfes dos sujeitos durante o processo de

aprendizagem quando deparados com uma abordagem matematica inovadora. O
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experimento de ensino elaborado deve ser constantemente readequado diante das
producdes fornecidas pelos sujeitos, o que torna a metodologia dotada de
caracteristicas ciclica, iterativa e flexivel. Essa metodologia objetiva fornecer uma
base para propostas de inovagdes no ensino da Matematica, sendo manifestada tanto
por pesquisas em pequena escala, com um grupo reduzido de sujeitos, como para
grandes amostras, quando o objetivo consiste em realizar reestruturacées mais
amplas. Com o intuito de favorecer uma andlise mais minuciosa das trajetérias dos
sujeitos, no presente estudo adotou-se o0 modelo em pequena escala. O pesquisador
atuou como orientador do processo, intervindo somente em ocasides de bloqueio.
Participaram do experimento quatorze estudantes de cursos de exatas de uma
instituicdo privada de ensino superior, 0s quais ja haviam tido contato com o tema
proposto, porém, com uma exploragdo exclusivamente algébrica e sem o uso de
recurso computacional. Os encontros ocorreram em um laboratério de informética, e
os alunos desenvolveram as atividades em duplas. Para a analise dos dados, foram

consideradas as producdes oral e escrita dos sujeitos.

Apresentacdo do design e analise das producdes

Primeiramente foi realizada uma familiarizagcdo com o software GeoGebra, uma
vez que a maioria dos alunos ndo conhecia essa ferramenta. Em seguida, foram
propostas situacdes sobre transformacdes lineares no plano, nos ambientes papel e
lapis e computacional, explorando representacfes dos registros algébrico, matricial,
grafico e da lingua natural. Nessa etapa, pretendia-se familiarizar os estudantes com
as principais transformacfes geométricas (expansdo, contracdo, cisalhamentos,
dentre outras) e fornecer um ambiente favoravel para que o sujeito pudesse transitar
por estas representagodes.

Foi proposta uma construgcdo no software que gerava a tela apresentada na

Figura 1.
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Figura 1. Construcao proposta para os alunos no GeoGebra
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Fonte: Acervo préprio

Baseado nessa construcdo, foram apresentadas oito atividades sobre

transformacdes lineares de reflexdo, cisalhamento, rotacéo, projecdo, dentre outras.

Nessas atividades, foram propostas conversdes entre representacées dos registros

grafico e da lingua natural, grafico e matricial e matricial e algébrico, nos dois sentidos

de conversdo. As duplas ndo apresentaram dificuldades neste tipo de atividade.

Apesar de o0 experimento explorar conversdes ndo usuais no ensino, € provavel que

0s estudantes apresentaram facilidade em realiza-las devido ao uso do ambiente

computacional, tendo em vista que nele as relagdes entre representacdes podem ser

observadas de forma simultanea.

Na Figura 2, apresenta-se a producao da Dupla 6 para uma tarefa que tratou

do caso de cisalhamento horizontal.

Figura 2. Caso de Cisalhamento Horizontal — Dupla 6
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Em seguida, foi proposta a atividade sobre composicao de transformacdes
lineares no plano. Das tarefas de 1 a 7, teve-se 0 objetivo de propor aos sujeitos uma
construgcdo no software que permitisse relacionar, nesse ambiente, representacoes

matriciais e graficas das transformacdes lineares planas.

A matriz (em relacdo a base candnica do R?) da composicdo de duas
transformacdes lineares planas F e G € obtida por meio do produto das matrizes de
F e G dadas também em relacédo a base candnica do R2.

1. Criar 8 controles deslizantes (a, b, c, d, e, f, g, h)

2. Criar duas matrizes dinamicas na entrada da janela de algebra:

M= {{a,b}, {c,d}} referente a matriz canbnica da transformacdo linear
F(x,y)=(ax+by, cx+dy) e N={{e,f}, {g,h}} referente & matriz canbnica da
transformacao linear G(x,y)=(ex+fy, gx+hy)

Ajustar a=2, b=0, c=0, d=2, e=1, =0, g=0 e h=1

3. Obter o produto da matriz M por N

-Digitar na entrada da janela de Algebra: M*N (enter)

-renomear a matriz (com o botéo direito clicar sobre o nome da matriz e renomear
paraT)

4. Criar um quadrado de vértices (0,0), (1,0), (1,1) e (0,1)

5. Multiplicar a matriz T pelos vetores cujas extremidades sdo os vértices do
guadrado, efetuando: T*A (enter), T*B (enter), T*C (enter) e T*D (enter)

6. Criar o poligono EFGH, unindo (0,0), (2,0), (2,2), (0,2), (0,0)

7. Ajuste a matriz M de modo que se faca um cisalhamento horizontal de fator 1 e

ajuste a matriz N de modo que se faga uma reflexdo em relagéo ao eixo x .

Todos os alunos efetuaram essa construcdo no GeoGebra sem dificuldades,
uma vez que, neste momento do experimento, ja estavam bem familiarizados com o
software e com as transformacdes solicitadas. Intervengdes pontuais foram realizadas
pela professora-pesquisadora para as duplas que solicitaram orientacdes do uso da
ferramenta.

Em seguida, foi proposta a continuidade do experimento, cujo objetivo consistiu
em avaliar, por meio da analise matricial, grafica e algébrica, que a composicdo de

transformacdes lineares ndo € uma operacao comutativa.
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A matriz T representa a matriz da composi¢ao dessas duas transformacdes, ou seja,
uma reflexdo em relacéo ao eixo x seguida de um cisalhamento horizontal de fator
1. Transcreva abaixo a figura obtida e a matriz T da janela de algebra:

8. Vamos realizar um novo ajuste de modo que essas duas transformacodes se
invertam, ou seja, ajuste a matriz M de modo que se faca uma reflexdo em relagéo
ao eixo x e a matriz N de modo que se faca um cisalhamento horizontal de fator 1
Com essa alteracdo, a matriz T representa agora a composicdo dessas duas
transformacgdes, ou seja, de um cisalhamento horizontal de fator 1 seguido de uma
reflexdo em relagdo ao eixo x. Transcreva abaixo a figura obtida e a matriz T da
janela de algebra.

A troca da ordem alterou o resultado?

A composicao de transformacdes lineares é comutativa? Justifique.

Nessa fase, 0s alunos puderam explorar a construcéo realizada anteriormente
e, dado o carater dindmico do GeoGebra, foi possivel alterar os valores de
a,b,c,d,e,f,g,e h e observar o ajuste simultdneo nas representa¢cdes matricial e grafico.
Foi proposta a troca de ordem das transformacdes, isto €, inicialmente foi sugerida a
construcdo da reflexdo em relacdo ao eixo x seguida do cisalhamento horizontal de
fator 2 e, na tarefa 8, foi proposta a construcdo da composicdo contraria. Todas as
duplas constataram que os resultados matricial e gréafico eram diferentes, conforme

ilustrado pela Figura 3, referente a producéo da Dupla 1.

Figura 3. Composicdo de Transformacgoes Lineares — Dupla 1

Fonte: Acervo préprio
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A justificativa dada por esta dupla para essa tarefa é apresentada na Figura 4.

Figura 4. Justificativa para a ndo comutatividade das transformacdes — Dupla 1
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Fonte: Acervo proprio

A dupla 2 néo justificou o resultado e as demais forneceram as seguintes
justificativas no final: “A ordem dos fatores pode alterar a matriz desejada” (Dupla 3),
“Nao, pois o cisalhamento seguido da reflexao é diferente da reflexdo seguida do
cisalhamento” (Dupla 4), “Nao, pois os cisalhamentos ocorreram em sentidos opostos”
(Dupla 5), “Nao é comutativa pois cisalha em sentidos diferentes” (Dupla 6) e “N&o
pois a reflexdo passou de negativo para positivo” (Dupla 7). Nota-se que, apesar das
duplas observarem que as matrizes das duas composicées eram diferentes, o que foi
constatado pela producéo oral dos sujeitos, a maioria das justificativas apresentadas
na lingua natural enfatizaram o resultado grafico, ou seja, a maior parte dos

estudantes se fixou na conversao no sentindo do grafico para a lingua natural.

Por fim, foi solicitado que efetuassem as composicfes na representacao
algébrica. A despeito de algumas dificuldades nos tratamentos algébricos, o0s
estudantes conseguiram constatar que algebricamente as composi¢cdes também
forneciam resultados diferentes. Salienta-se que, para obterem a lei algébrica das
transformacodes, as duplas demonstraram facilidade em estabelecer a conversao da
representacdo matricial para a algébrica, provavelmente porque este tipo de
conversao foi realizado de forma frequente nas atividades do experimento anteriores
a da composicao.

Apos isso, 0s sujeitos puderam explorar a construcdo realizada no software
atribuindo outros valores para a, b, ¢, d, e, f e g, analisando os efeitos dessas
alteracdes nos registros matricial e grafico.

Os alunos demonstraram entusiasmo em “enxergar” o que estavam construindo
e relataram que nunca haviam pensado na composicdo das transformacdes de

maneira grafica. O carater dinamico do software auxiliou na analise, uma vez que
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bastava realizar alteracdes nos valores de a,b,c,d,e, f e g para que houvesse uma

adaptacao simultanea nas representacdes grafica e matricial.

Conclusdes

Um experimento sobre o conceito de transformacéo linear plana foi elaborado
com a preocupacao de integrar representacdes de registros mono e multifuncionais,
discursivos e néo discursivos, explorando, assim, conversfes entre representacoes
dos registros gréfico, matricial, algébrico e da lingua natural.

O estabelecimento de conjecturas sobre relacées entre as representacdes
matricial, grafica e algébrica foram favorecidas pelo dinamismo do ambiente
computacional. Ainda, a analise da ndo comutatividade das transformacdes,
normalmente realizada exclusivamente no registro algébrico, foi desenvolvida com
sucesso por todas as duplas, que puderam constatar tal situagéo nas representacoes
matriciais, graficas e algébricas.

Considerando a proposta de integracao de diferentes registros, foi observado
gue os alunos trataram o objeto matematico estabelecendo uma efetiva coordenacao
entre eles. O trabalho integrado com representacbes matriciais e gréaficas, pouco
exploradas no ensino de Algebra Linear e tdo importantes para a area computacional,
conforme apontado na revisdo de literatura, foi realizado com sucesso pelos
estudantes que participaram do design, e eles se mostraram entusiasmados por
poderem visualizar um objeto matematico que normalmente é tratado em registros

exclusivamente monofuncionais discursivos.
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