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Resumo: Os alunos do ensino fundamental conhecem o Teorema de Pitagoras como uma féormula que
o professor apresenta para calcular um lado de um tridngulo retdngulo e que “da certo”, mas nao
conseguem entender o porqué ela é valida. Entdo é essencial que o professor tenha esse conhecimento
para apresenta-lo de forma clara e objetiva aos estudantes. A demonstragdo por meio da area de

quadrados sobre os lados do tridngulo retangulo é a mais conhecida entre os estudantes de
Licenciatura em Matemética, entdo a intencdo desse minicurso foi trazer uma maneira diferente desses
discentes perceberem o Teorema de Pitdgoras para levarem para seus futuros alunos em sala de aula.
Assim, foram selecionadas trés demonstragfes, das mais de 400 existentes, para fazer uma oficina
gue contemple a parte geométrica e algébrica do referido Teorema, assim como a utilizagédo das midias
digitais, que nesse caso sera o software GeoGebra.

Palavras Chaves: Teorema de Pitagoras. Demonstragdo. Ensino e aprendizagem.

Introducao

O ensino e aprendizagem de matematica, em algumas ocasifes, pode ser
encarado como uma pratica tediosa, rotineira, no qual existem reproducfes de
métodos de ensino, como uma aula sempre na mesma forma e ordem. O professor
entra na sala de aula, apresenta a definicdo, exemplos e inimeros exercicios, sem ter
um sentido pratico para o aluno. Porém, a medida que vao surgindo dificuldades —
questionamento da aplicabilidade do conteddo — € interessante que novas propostas
didaticas venham a ser colocadas em pratica para melhorar a aprendizagem da
classe. Porém, sabemos que ndo séo todos os professores que trabalham assim. De
acordo com Costa (2005, p.1264): “tanto a pratica do ensino quanto a pratica da
aprendizagem foram associadas a reproducéo e a repeticdo do mesmo, do igual, do
semelhante.”

Mas agora perguntamos: Como criar um sujeito de direitos e deveres, livre e
autbnomo? Sera que isso é possivel? Sim, acreditamos que € possivel, porém néo é

facil enfrentarmos um cotidiano dentro de uma escola, seja publica ou ndo, na qual
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sao enfrentados problemas como fome, prostituicdo, drogas, alcoolismo e violéncia.
Hoje, somos controlados por um curriculo que, muitas vezes, € rigido (no sentido de
nao poder ser alterado), e por um governo com politicas de universalizacdo o ensino
(ensino para todos).

Como vamos pensar na formacéo desse aluno questionador e investigativo se
noés mesmos n&o nos questionamos sobre as metodologias adotadas? E muito facil
dizer que o aluno ndo tem maturidade para entender uma demonstracdo, mas sera
que ndo € falta de conhecimento e medo do professor querer trabalhar com
demonstracdes em sala de aula? Muitas vezes, por comodidade, nem questionamos
nossos métodos. Temos, sim, a obrigacao e a necessidade de fazermos com que esse
estudante desenvolva o pensamento cientifico (matematico).

Pensando assim, considera-se importante promover uma situagao didatica, que
consiste em criar condi¢des suficientes para que o aluno se aproprie de contetdos
matematicos, visando a constru¢ao do conhecimento a partir da interagdo entre aluno-
problema-professor. Este minicurso tem como objetivo apresentar demonstracdes do
Teorema de Pitagoras realizando um paralelo entre a constru¢cdo geométrica e a

algébrica.

As Demonstracfes em Sala de Aula

Durante muitos anos, a demonstracdo esteve associada particularmente ao
ensino da Geometria, sendo vista como algo a ser memorizado (PONTE; MATOS;
ABRANTES, 1998). Atualmente, com o surgimento de novas tecnologias e estudos
na area de Educacdo Matematica, tem ocorrido um novo enfoque da Matematica na
sala de aula, possibilitando a realizacdo de experiéncias, a formulacdo de hipéteses e
a obtencdo de novos conhecimentos. Para Artigue (2002) e Kieran (2007), os alunos
podem e devem associar o uso das tecnologias com o trabalho baseado em papel e
lapis, de modo a construirem uma aprendizagem instigadora e questionadora.

A demonstragdo € considerada o alicerce da compreensdo em Matematica e é
fundamental para o desenvolvimento, criacdo e comunicacdo do conhecimento
matematico. Logo, se ndo desenvolvermos em sala de aula, podemos criar
dificuldades na forma do pensar dedutivo de nossos alunos (STYLIANIDES;
STYLIANIDES, 2008). Nesse sentido defendemos o desenvolvimento das
demonstracdes na sala de aula, o que deve auxiliar e desenvolver o raciocino logico

dedutivo desses alunos.
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O Teorema de Pitdgoras

Pitagoras foi fundador de uma escola de pensamento grega denominada de
pitagérica onde se estudavam principalmente as propriedades dos numeros e a
aritmética, junto com a geometria, a musica e a astronomia. Os ensinamentos da
escola se davam através da oralidade e era costume dos pitagoéricos atribuir todas as
descobertas ao reverenciado fundador, assim é dificil saber exatamente que
descobertas se devem ao proprio Pitagoras e quais se devem a outros membros da
escola. Nao se sabe se foi 0 préprio Pitagoras que descobriu um dos mais importantes
teoremas da matematica, o Teorema de Pitdgoras, pois o0 mesmo pode ter sido
descoberto por outro membro da escola, e ter sido atribuida ao mestre.

O Teorema de Pitagoras estabelece uma relacao entre as medidas dos lados
de um triangulo retangulo. Esta relacéo pode ser expressa do seguinte modo: em um
triangulo retangulo, o quadrado da medida do maior lado é igual & soma dos
guadrados das medidas dos outros dois. Geometricamente o Teorema de Pitdgoras
pode ser interpretado como na Figura 1.

Figura 1 — Representacdo geométrica do Teorema de Pitagoras.
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Fonte: (Proprio autor).

O triangulo ABC é retangulo em A, e as medidas dos lados séo respectivamente
a, b e c. Assim, a medida da area do quadrado construido sobre a hipotenusa do
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triangulo ABC de medida a, é igual a soma das medidas das areas dos quadrados
construidos sobre os catetos do triangulo ABC de medidas b, e c. Isto é a? = b? + ¢?

O professor Elisha Scott Loomis, de Cleveland, Ohio, pesquisou e catalogou
mais de trezentas e sessenta demonstragdes do Teorema de Pitadgoras em seu “The
Pythagorean Proposition”, cuja segunda edicao foi publicada em 1940. Hoje sabemos
gue existem mais de quatrocentas demonstracdes deste teorema.

Na Trigonometria, usamos a relacdo de Pitagoras para encontramos sua
Relacdo Fundamental. Na Geometria Analitica, usamos a relacao de Pitagoras para
obtermos a distancia entre dois pontos que € o alicerce para a obtencdo das equacgdes
das conicas. No estudo dos Numeros Complexos, o médulo é obtido a partir do
Teorema de Pitdgoras. Na Geometria Plana e Espacial, 0 uso do Teorema de
Pitdgoras é essencial para a obtencdo do apdétema de um poligono regular, a
determinacdo da altura do cone e da piramide, a obtencédo do raio de uma calota
esférica, a resolucdo de problemas de inscri¢cdo e circunscricdo de solidos em outros.
Verificamos, portanto, a enorme aplicabilidade do Teorema de Pitadgoras em diversos

ramos da matematica.

Desenvolvendo a Oficina

Para esse minicurso foi pensando o desenvolvimento de 3 demonstracdes
distintas do Teorema de Pitagoras iniciando com apresentacdo geométrica (baseado
na comparacado de areas) e terminando com a algébrica (baseado nas relacdes
métricas nos triangulos retangulos). Para finalizar todas as construcdes sera utilizado
a software Geogebra para mostrar de uma forma dinamica e interativa tais
demonstracoes.

A primeira demonstracéo que realizaremos sera por equivaléncia de areas e €
atribuida a Bhaskara (hindu, século XII d.C.). Inicialmente vamos entregar uma folha
A4 para os alunos, na qual eles vao construir 4 tridangulos iguais, para isso iréo
desenhar dois retangulos iguais, de lado b (menor) e ¢ (maior) e dividi-lo ao meio por
uma de suas diagonais.

Apos esta etapa iremos montar um quadrado de lado a com os 4 triangulos,

conforme apresentado na Figura 2.
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Figura 2 — Construcédo geométrica da demonstracao.

Fonte: (Proprio autor).

Na Figura 2, o quadrado maior de lado a é composto por 4 triangulos retangulos
congruentes cujas medidas das hipotenusas e dos catetos sdao a, b e c,
respectivamente, e por um quadrado menor central qgue tem como medida o lado ¢ —
b. A area do quadrado maior € a? e também pode ser calculada através das figuras
gue o compde, ou seja, dos quatro triangulos retangulos mais do quadrado pequeno

(central) assim temos:
2 b.c 2 2 2 2
a =4.7+(c—b) =>a°“=2.b.c+c*—2.b.c+b

Realizando as devidas simplificagdes obtemos:
a? = b% + c?
Também apresentamos, na Figura 3, outra ilustracdo geométrica da

demonstracao proposta por Bhaskara.
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Figura 3 — Demonstracéo proposta por Bhaskara.
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Fonte: (Proprio autor).

A segunda demonstracdo, por comparacdo de area, foi realizada pelo ex-
presidente James Abram Garfield (1831 — 1881) do Estados Unidos.

Essa construcao utilizard dois dos triangulos construidos anteriormente.

Inicialmente irdo posicionar um triangulo retangulo, de catetos b e c e
hipotenusa a. Em seguida dever&o colocar o outro triangulo, em outra posi¢cao e com
dois vértices coincidindo, conforme apresentado na Figura 4 (esquerda). Dessa forma,
colocar-se-a em alinhamento o cateto b de um dos triangulos, com o cateto ¢ do outro.
Em seguida, vamos “fechar” a figura com um segmento de reta, veja Figura 4 (direita),
obtendo um trapézio retangulo constituido pelos dois triangulos retangulos iniciais
(iguais) e um outro triangulo, que vamos demonstrar, posteriormente que é também

um triangulo retangulo.

Figura 4 — Construcdo geométrica da demonstracao.

Fonte: (Proprio autor).
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Precisamos mostrar que o angulo x tem medida de 90°, para confirmar a
afirmativa de que o terceiro triangulo (triangulo maior), € também retangulo.

Como o tridngulo inicial (tridngulo menor) é retangulo, temos que os angulos a
e B somam 90°, pois sabemos que a soma dos angulos internos de um tridngulo
qualquer é 180°. Sendo assim, a + 3 + 90° = 180°, portanto a + 3 = 90°.

Dessa forma, olhando os trés angulos formados em torno do ponto de encontro
dos dois triangulos menores, e do mesmo lado de uma reta, teremos que a + 3 + x =
180° (angulo raso), nos levando a concluir que x mede também € 90° e o tridngulo
maior é também retangulo.

Observe ainda que as trés partes unidas formam um trapézio retangulo, cuja
altura é dada por b + ¢ e cujas bases sédo b e c. Por outro lado, a mesma éarea é
também igual a soma das &reas de 3 tridngulos retangulos. Logo:

b.c b.c aa ((b+c).(b+c)
2 T2t T 2
Efetuando as devidas simplificacdes obtemos:

= 2.b.c+a®*>=b*>+2.b.c+c?

a® = b? + c?

Que nos leva a concluir o Teorema de Pitdgoras no triangulo retangulo.

A terceira e Ultima demonstracdo, também sera usando areas. Novamente sera
utilizado os 4 triangulos construidos na primeira demonstracéo. Para isso devera ser
alinhado o cateto b de um dos triangulos, com o cateto ¢ do outro, conforme
apresentado na Figura 5. Observe que ap0s esta construcdo ficamos com um provavel

guadrado menor, no qual deveremos mostrar que se trata dessa figura.
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Figura 5 — Construgéo a ser realizada;
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Fonte: (Proprio autor).

Para a figura menor ser um quadrado, devemos mostrar que o0 angulo x tem
medida de 90°. Como todos os triangulos sao por construgéo triangulos retangulos,
sabemos que a soma dos angulos a e 3 € 90°, pois a soma dos angulos internos de
qualquer triangulo é 180°. Logo, a + B + 90° = 180°, portanto a + = 90°.

Assim sendo, os trés angulos formados em torno do ponto de encontro dos dois
lados b e ¢ € um angulo raso, portanto a + 3 + x = 180°, no qual podemos concluir que
X mede também 909, logo a figura € um quadrado, pois tem todos seus lados iguais e
seus angulos internos medindo 90°.

Observe que o quadrado maior, de lado b + c, pode ser decomposto em 4
triangulos retadngulos e um quadrado menor de lado a. Assim, a area do quadrado de
lado b +c é igual a soma das areas dos 4 triangulos retangulos mais a area do

quadrado menor de lado a. Logo:

b.c
47+a2 =Mb+c)?= 2.b.c+a®?=b*+2.b.c +c?

Novamente, efetuando as simplificagcdes obtemos:

a? = b% + c?
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Salientamos que existem muitas outras demonstracbes do Teorema de
Pitagoras, porém devido ao tempo desse minicurso, optamos apenas por estas 3

demonstracoes.

Algumas Consideragdes

A matematica foi criada com o objetivo de resolver problemas praticos de
contar, medir e calcular. A medida que ela foi evoluindo, os raciocinios ficaram mais
abstratos e foram necessérias a criagdo de definigbes, formulas, teoremas e suas
demonstracoes.

Ao encontro dessa afirmacéo esta o desenvolvimento do Teorema de Pitagoras
e sua demonstracdo. Para compreendé-la € necessario fazer a abstracdo de
conhecimentos basicos da matematica, mas que precisam estar bem estruturados.

Para compreender a demonstracdo desse Teorema, 0 primeiro passo é
conhecé-la, e esse foi nosso objetivo, levar esse conhecimento até os futuros
professores de matematica. Assim, esse trabalho busca mostrar uma nova visao do
Teorema de Pitdgoras para os estudantes de licenciatura em matematica, mostrando
que além de ser possivel deixar a aula mais ludica, também é possivel aprofundar um

pouco mais 0s conceitos matematicos dos alunos de ensino basico.
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