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ABORDAGEM DO ENSINO DE MATEMATICA ATRAVES DE FRACTAISE
RECURSOS TECNOLOGICOS
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Resumo: A partir do tema gerador fractais sdo propostas algumas atividades relacionadas aos
fractais Tridngulo de Sierpinski e Floco de Neve de Koch. Inicialmente, estes fractais séo
gerados através de um processo iterativo com o auxilio do aplicativo GeoGebra.
Posteriormente, estes sdo utilizados para escrever formulas gerais, calcular areas e perimetros
de figuras com complexidade crescente, trabalhar com o conceito de sequéncias, em particular
as progressdes geométricas, somatério, limites e convergéncia, bem como as funcGes
exponenciais e logaritmicas. Este trabalho ¢ resultado do projeto de extensdo “Fractais e a
Geometria Dindmica no Ensino de Matemaética”, vinculado ao FIEX/CCNE/UFSM, cujo
objetivo principal visa contribuir na formacdo continuada dos professores de matematica da
educacdo bésica e na formacdo dos académicos de Cursos de Licenciatura em Matematica,
através do uso de recursos tecnoldgicos em sua pratica docente.

Palavras Chaves: Fractais. Ensino de Matematica. GeoGebra.

1. Introducéo:

Os fractais séo cria¢Oes relativamente recentes na matematica e suas propriedades tém
apresentado contribuicOes interessantes ao desenvolvimento e/ou a abordagem de contetdos
matematicos tanto na educacdo bésica, quanto superior. As representacGes graficas dos
fractais geralmente fascinam pela sua beleza, seu aspecto fragmentado e pela caracteristica
conhecida como auto-semelhanca: partes dos objetos se assemelham ao todo e a sub-partes.
Alguns dos fractais mais conhecidos sdo o Floco de Neve de Koch, o Triangulo de Sierpinski
e 0 Conjunto de Cantor (SALLUM, 2005). As primeiras obras sobre fractais foram criadas
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nos anos 70 por Maldelbrot, também chamado Pai dos Fractais (BARBOSA, 2005). Esta
ciéncia trouxe consigo o ver ordens e padrfes, onde anteriormente s6 se observava o irregular,
0 aleatorio ou o imprevisivel e atraves dos fractais podemos explicar varios fenémenos da
natureza e estruturas do corpo humano.

Diante dos avancos tecnoldgicos, o uso do computador no processo de ensino e
aprendizagem torna-se um grande aliado dentro de uma nova perspectiva metodoldgica. Para
0 sucesso deste é fundamental que, além de um laboratério de informaética, tenhamos
professores capacitados, tanto no dominio da ferramenta computacional como das
possibilidades de insercdo do computador. Desta forma, o objetivo principal desta a¢éo visa
contribuir no desenvolvimento de novas préaticas e experiéncias pedagdgicas aos participantes
em relacdo ao uso de recursos tecnoldgicos no processo de ensino e aprendizagem de
matematica.

A construcdo do conhecimento, segundo Papert (1988), pode ser concebida pela
participacdo de um instrumento, o computador, mediado intencionalmente para esse fim,
possibilitando o desenvolvimento de processos mentais que auxiliem na aprendizagem. O
professor, nesse processo, servira de mediador, contribuindo no direcionamento das atividades
de estudo de forma contextualizada para o aluno.

Uma mudanca do processo educacional ndo se d& apenas pelo simples uso do
computador e de softwares. E necessario que se tenha um objetivo claro em cada etapa do seu
uso junto ao aluno, permitindo que este possa realizar manipulagdes, desenvolver proposicoes
e tirar conclusdes através das atividades propostas.

Valente (2005, p. 22) cita: “A introdug¢do da informatica na educacéo, segundo a
proposta de mudanca pedagdgica, como consta no programa brasileiro, exige uma formacéo
bastante ampla e profunda dos educadores. Nao se trata de criar condi¢des para o professor
simplesmente dominar o computador ou o software, mas, sim, auxilid-lo a desenvolver
conhecimento sobre o préprio conteudo e sobre como o computador pode ser integrado no
desenvolvimento desse contetudo. Mais uma vez, a questdo da formacdo do professor mostra-
se de fundamental importancia no processo de introdugdo da informatica na Educacéo,
exigindo solugdes inovadoras e novas abordagens que fundamentem os cursos de formagdo.”

Ja Borba (1999) afirma que, no contexto da Educacdo Matematica, os ambientes de
aprendizagem gerados por aplicativos informéaticos podem potencializar o processo de ensino
e aprendizagem através da experimentacdo matematica, com possibilidades de surgimento
tanto de novos conceitos como de novas teorias matematicas a fim de torna-lo um aliado

importante na construgdo do conhecimento.



2. Desenvolvimento
Utilizando os fractais Triangulo de Sierpinski e Floco de Neve de Koch séo propostas
algumas atividades, tanto computacionais quanto relacionadas aos conteudos matematicos

envolvidos.

2.1. Fractal Triangulo de Sierpinski

O fractal Tridangulo de Sierpinski, figura geométrica obtida através de um processo
recursivo representado na figura 1, foi inicialmente descrito pelo matematico polonés Waclaw
Sierpinski (1882 - 1969).

Figura 1 - Processo iterativo do fractal Triangulo de Sierpinski.
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Fonte: http://pt.wikipedia.org/wiki/Tri%C3%A2ngqulo de Sierpinski

Primeiramente, faremos a construcdo deste fractal no aplicativo GeoGebra e,
posteriormente analisaremos as propriedades do mesmo, relacionando-as com alguns

contelildos matematicos desenvolvidos na educacdo basica e superior.

Atividade 2.1.1: Construcdo do fractal no GeoGebra

Para a obtencdo deste fractal, o processo iterativo consiste em a cada iteracéo dividir o
lado de um tridngulo equilatero de medida L em duas partes iguais e obter um novo triangulo
equilatero de lado L/2 no interior do mesmo. Este triangulo interior é eliminado e o processo
é repetido sucessivamente. Realizando algumas iteracdes deste processo no aplicativo

GeoGebra, podemos visualiza-lo na figura 2.


http://pt.wikipedia.org/wiki/Tri%C3%A2ngulo_de_Sierpinski

Figura 2 - Fractal Triangulo de Sierpinski.
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Fonte: gréficos obtidos no aplicativo GeoGebra.

A partir deste processo iterativo, apresentaremos algumas atividades distribuidas nos

niveis de ensino fundamental e médio, enfocando alguns contetidos matematicos.

Atividade 2.1.2: O Triangulo de Sierpinski e Perimetros e Areas de Triangulos.

Considerando um triangulo equilatero inicial de lado L, perimetro P, =3Le éarea

Abzgﬁ, simultaneamente ao processo iterativo para obter o fractal Triangulo de

Sierpinski no GeoGebra, exploramos a relagdo numérica do ndmero de triangulos,

comprimento de cada lado, perimetro de cada tridangulo e perimetro total, area de cada

tridngulo e area total , com a itera¢do n, mostradas no quadro 1.

Quadro 1 - Elementos obtidos no processo iterativo do fractal.
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Atividade 2.1.3: O Triangulo de Sierpinski e a Fun¢do Exponencial

A partir dos dados descritos na Tabela 1, podemos observar que para uma iteracado n
qualquer, as potencias em funcéo de n, descrevem fungdes exponenciais para o caso discreto.
Estendendo para o caso continuo, podemos descrever as funcdes exponenciais mostradas no

quadro 2.

Quadro 2 - Fungdes exponenciais relacionadas aos elementos do fractal.

Variavel Funcdo Exponencial
NUmero de tridngulos T(X)=3"
Comprimento de cada lado C(x)= L(%j
Perimetro de cada tridngulo P(x)=PR, (%j

) 3Y
Perimetro total R (x) =P, (Ej
] . 1Y
Area de cada triangulo A(x) = A (Zj
. 3\
Area total A (X) = A, (Z)

Observemos que as funcdes T e Pt sdo fungbes exponenciais crescentes, ou seja, a
medida que o nivel de iteragdo aumenta, o numero de triangulos e o perimetro total
aumentam, embora o perimetro de cada tridngulo diminua. Em relacédo as fungdes C, P, A e At
verificamos que sdo funcbes exponenciais decrescentes, pois a medida que a iteragdo

aumenta, os valores destas fungdes diminuem. Por exemplo, os graficos das fungdes Numero



de Tridngulos T(x) = 3"e Comprimento de cada lado C(x) = L(%j , considerando L=1, estdo

representados na figura 3, juntamente com 0s quatro primeiros termos dessas duas sequéncias.

Figura 3 - Graficos de funcdes exponenciais T(x) e C(x).
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Fonte: gréficos obtidos no aplicativo GeoGebra.

Atividade 2.1.4: O Triangulo de Sierpinski e a Funcéo Logaritmica
Nesta atividade podemos relacionar as fun¢es exponenciais relacionadas ao fractal
com as respectivas fungdes inversas.

Por exemplo, consideremos a funcdo NUmero de Triangulos da Tabela 2, onde x é 0

nivel de iteracéo. Se y indica o nimero de tridngulos de cada iteragdo, temos que T(X) =,

ou seja, 3= Yy Aplicando a definicdo de logaritmo e suas propriedades, obtemos

leloﬂ para determinar o nivel de iteragdo, sabendo-se o nimero de triangulos. . Desta
093

forma, construimos a funcdo inversa T(x) = log, x.

Analogamente, podemos relacionar o nivel de iteragdo x e comprimento de cada lado,

dada pela funcao C(x)=L(%j . Se z indica o comprimento de cada lado em uma

determinada iteracdo, temos que z= L(%j . Usando as propriedades de logaritmo, obtemos



0 nivel de iteracdo X=
log 2

triangulo. Desta forma, obtemos a fungéo inversa C™(x) =log, (£x).

Os graficos das fungdes T(x)=3"e T*(x)=log,x, bem como C(x)= L(

CH(x)= log, (£x) estdo representados na figura 4.

logL—logz

Figura 4 - Gréficos de fungBes exponenciais e suas inversas.

Fonte: gréficos obtidos no aplicativo GeoGebra.

Atividade 2.1.5: O Triangulo de Sierpinski e as Progressdes Geométricas

=|og% (Ej em funcdo do comprimento do lado do
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Observando os elementos de cada uma das colunas da Tabela 1, verificamos que as

mesmas representam progressées geométricas infinitas com raz@es descritas no quadro 3.

Quadro 3 - Progressdes geometricas associadas aos elementos do fractal.

Variavel PG Razédo
NUmero de triangulos (1L39,....3",...) q=3
. 1
Comprimento de cada lado L( q= >
) . 1Y 1
Perimetro de cada triangulo P (Ej Po,---J gq= 5




) 3, % 3Y 3
Perimetro total [PO’EF)(”?PO’”"(EJ PO,...] q:E
; s 1, 1 1Y 1
Area de cada triangulo A),4A0,42 :%[4) A,... q9=7
] 3, % 3Y' 3
Area total A)'4A°’42A“""’[4j A,... q_Z

2.2. Fractal Floco de Neve de Koch

Este fractal foi apresentado pelo matematico sueco Niels Fabian Helge Von Koch
(1870-1924). Segundo (SALLUM, 2005) este é um dos fractais mais conhecidos e é uma
figura geométrica obtida pelo processo iterativo representado na figura 5, que a cada iteracdo
consiste em dividir o lado L de um triangulo equilatero em trés partes iguais, excluindo o

segmento médio e a partir deste construir um novo triangulo equilatero de lado L/3.

Figura 5 - Processo iterativo do fractal Floco de Neve de Koch.

Fonte: http://www.ceticismoaberto.com/ciencia/2139/fractais-uma-nova-viso-da-natureza

Atividade 2.2.1: Construcao do fractal no GeoGebra
Nesta atividade, considerando algumas iteracGes é obtido o fractal no aplicativo

GeoGebra, o qual é mostrado na figura 6.
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Figura 6 - Fractal Floco de Neve de Koch obtido no GeoGebra.
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Fonte: gréaficos obtidos no aplicativo GeoGebra.

Atividade 2.2.2: Processo recursivo matematico do fractal

Novamente, considerando um triangulo equilatero inicial de lado L, perimetro P, =3L

B3

e area A, = L*, simultaneamente ao processo iterativo para obter o fractal no GeoGebra,

exploramos a relagdo numérica do numero de lados, comprimento de cada lado, perimetro e

area, com a iteracdo n.

Para uma maior compreensdo da obtencdo da area a cada iteracdo, consideremos a

] . « ] . L
mesma no nivel de iteracdo 1. Neste nivel, o comprimento de cada segmento é — e desta

J3(L

2
forma, a area de cada um dos trés tridngulos equilateros adicionados ¢ AF, = T(Ej . Como

B3

A, :TLZ' temos AF :%.Assim, A=A +3AF = Ab+3%= AO(H%).

Este processo é repetido infinitamente e obtemos a sequéncia:

(AFI,AFZ,AFS,...,AFn,...):(ﬁ;,ﬁ;,ﬁg,...,%,...j
F'3'3"7"3

Como a cada iteracdo agregando as areas geradas pelos novos triangulos inseridos,
temos:
A (n) = A +3AF, +(3.4) AF, + (3.4°) AF, +---+ (3.4" ) AF,

Ou seja,



AT(n)=AD+3%+(3.4)%+(3.42)%+---+(3.4“-1)?%
1 4 4 4 4"
:Ab(l+§(1+3—2+3—4+3—6+"‘+32TJ]
1 4 4§ 4 4"
A1+ 1+ -+ 5+ =+ +
Ab( 3( 9 9 ¢ 9”‘1D

A(123(4)]

Estes dados sdo apresentadas no quadro 4.

Quadro 4 - Elementos obtidos no processo iterativo do fractal.
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Atividade 2.2.3: Um limitante superior para a area total do fractal

Considerando um processo iterativo infinito para a obtencéo do fractal, teremos a area

w» k-1
total expressa por A.=IlimA (n), ou seja, A;A{H%Z(%) J O termo

k=1
o 4 k-1
Z(§j corresponde a soma infinita de uma progressdo geometrica com a =1 e razédo
k=1

e

o] ©

q :g. Como <1, esta sequéncia é convergente e sua soma é dada por S =1&=
—q
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desta forma, A, Ab( 1 9) -A ——L2 depende do comprimento inicial do lado do

triangulo equilatero. De outra forma, a medida que realizamos o processo iterativo para a
obtencdo do fractal, observamos que a area total vai aumentando, mas ndo de forma infinita,
ou seja, podemos dizer que hd um limitante superior para a mesma. Considerando o triangulo

equilatero inscrito em uma circunferéncia de raio R, da geometria plana, temos a relagédo
V3

L=+/3R.Ou seja, R= 3 L e aarea da circunferéncia com este raio pode ser considerado

um limitante superior para a area total do fractal, conforme a figura 7.

Figura 7 - Limitante superior para a area do fractal.

Fonte: graficos obtidos no aplicativo GeoGebra.

V3 B
De fato, a area da circunferéncia de raio R =?L e A= 7{? L) =%L2 e a

zf

area total do fractal ¢ A, = L?. Comparando as constantes envolvidas nessas duas areas,

verificamos que A; <A..

3. Considerac0es Finais

A partir da implementacdo desta oficina, pretende-se contribuir na melhoria da
formagéo profissional dos professores da educacdo basica, bem como de académicos de
cursos de licenciatura em matematica. As atividades desenvolvidas estdo direcionadas para a
insercdo do computador, através do uso do aplicativo GeoGebra, como uma ferramenta de
apoio ao ensino e aprendizagem. Espera-se que 0s participantes possam servir de

multiplicadores junto a outros professores de matematica e que utilizem o aplicativo em



outros conteddos, possibilitando uma integracdo entre teoria e préatica tanto nos aspectos do
conhecimento matematico quanto no uso dos recursos tecnoldgicos no processo de ensino e

aprendizagem.
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