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Resumo:

Conceitos envolvendo a ideia de infinito t€ém intrigado a humanidade ha séculos. Com o
avanco tecnoldgico novas formas de abordagem para infinito t€ém surgido, entre elas os
fractais, mudando o olhar sobre a geometria e sequéncias numéricas. Embora o infinito seja
tema presente na matemdtica avancada, ele aparece subliminarmente nos textos dos livros
didéticos sendo pouco discutido. A necessidade de trazé-lo para a sala de aula em todos os
niveis € essencial tanto para compreender as sequéncias e séries infinitas, quanto derivadas e
integrais, etc.. Esse minicurso tem por objetivo discutir o infinito a partir das sequéncias
numéricas associadas ao cdlculo do perimetro e/ou da drea de alguns fractais. E tem como
metodologia o fazer do professor e as discussdes sobre as conjecturas e generalizagdes que
possam emergir das tarefas investigativas propostas num ambiente colaborativo de
aprendizagem. Tarefa é entendido especificamente como aquilo que o professor propde ao
aluno.
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1. Introducao

Como professora do ensino Fundamental e Médio sempre acompanhei com
curiosidade o desenvolvimento dos trabalhos de alunos, quando em sala de aula os mesmos
engajavam-se em discussdes matemadticas, em particular com questdes envolvendo aspectos
dos conjuntos numéricos, tais como: racional/irracional, conjuntos densos/ndo densos,
finito/infinito; intervalos aberto/fechado, limitado/ilimitado; andlise das representacdes
decimais de ndmeros como exato/aproximado, periddico/ndo periddico e cardinalidade de

conjuntos.
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Além disso, trabalhando com o Ensino Fundamental, observei que nos livros didéticos
o infinito € visto como propriedade de alguns conjuntos numéricos. E para justificar este fato,
o argumento usado € o de que “sempre € possivel encontrar mais um”, para o caso dos
conjuntos naturais N e inteiros Z. Passando sem comentdarios sobre o conjunto dos nimeros
racionais Q e trazendo finalmente o conjunto dos nimeros reais R, em que a reta real é

apresentada como uma representacao grafica.

O infinito também aparece para diferenciar diferentes nimeros, racional e irracional,
na sua representacdo decimal. Neste caso, discutem-se regras para a determinacio da fracdo
geratriz, de uma dizima periddica simples ou composta e vice-versa, quando as fracdes
geratrizes possuem denominadores primos com 10 e sua poténcia multipla, ou para definir os
irracionais como aqueles que ndo podem ser escritos na forma a/b e que apresentam na sua

notagdo decimal uma dizima nao periddica.

No Ensino Médio o infinito aparece ainda mais velado no tdpico das progressoes
aritméticas (PA) e das progressdes geométricas (PG). Em geral, apresentam-se trés termos
iniciais e os alunos devem continuar a progressao (por exemplo, 3, 5, 7...). Os trés pontinhos
apos o terceiro termo indicam que o mesmo continua infinitamente. Mas como bastam ser
preenchidos com mais dois ou trés termos, este infinito continua transparente. E no caso da
soma de uma PG, com razdo entre zero e um, ela é tratada como um caso particular, para a
qual existe uma férmula especifica. Consequentemente, o estudo do infinito, em particular,

das sequéncias infinitas, ndo é abordado de forma explicita nestes niveis de ensino.

A partir dessas observacdes algumas questdes foram sendo levantadas e desde entdo
venho pesquisando sobre o assunto. No primeiro trabalho sistematizado — a dissertacdo de
mestrado (KINDEL, 1998), procurei entender o que alunos sabiam e compreendiam sobre a
noc¢ao de densidade nos racionais. E mais recentemente venho me debrucando sobre situagdes

problemas que envolvem o infinito.

Meu principal interesse estd voltado em analisar questdes de uso corrente em salas de
aula e readaptd-las de forma a que questdes sobre o infinito sejam abordadas tais como:
sequencias e séries infinitas, problemas envolvendo &4reas e perimetros, os fractais, as

representacdes decimais infinitas dos nlimeros racionais e irracionais, entre outros.



Em funcdo do exposto, para esse minicurso, elaborou-se trés situagdes que sao
apresentadas de forma diferenciada para discutir o tema com os professores desses niveis de
ensino. O objetivo geral, portanto, ¢ fomentar uma discussdo acerca da presenca do infinito
nos diferentes contextos da sala de aula e refletir sobre a possibilidade desse contetido ser

apresentado para estudantes desses niveis.

2. Referencial Teorico

Como professora me apoio na metodologia de design experiment (COBB, 2003), por
entender que € possivel e necessdrio que as tarefas e respectivos objetivos se adequem as
necessidades do grupo enquanto realizam a atividade. Como esse curso ndo apresenta
continuidade e o tempo € relativamente curto, proponho que as tarefas sejam realizadas em
grupo visando um trabalho colaborativo entre os participantes. Ou seja, que as estratégias de
resolucdo das situagdes problemas sejam discutidas e que o consenso sobre a melhor

estratégia seja discutida e decidida no grupo e os resultados apresentados no grupao.

E para facilitar o didlogo, as tarefas propostas apresentam questdes abertas para
propiciar a discussdo no grupo. Ou seja, apresentam questdes do tipo ““ o que acontece se ...”
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ou “ o que pode afirmar sobre ..” No nosso caso,
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0 que acontece se ... eu dividir
indefinidamente um segmento em tres partes dele sempre retirar o do meio?” ou ainda, “ o

que pode afirmar sobre os fractais?”
Mas o que deu origem ao fractal e o que vem a ser um fractal?

A origem dos fractais se deu entre os anos de 1857 e 1913 quando alguns cientistas
catalogavam alguns objetos que julgavam ndo ter valor cientifico na época e como tal eram
denominados “ demodnios”. Segundo Clemente (s.data), *“ a partir desse trabalho surge a ideia

de fractal”.

O fractal (do latim fractus, fragdo, quebrado) € uma figura com propriedades e

caracteristicas peculiares que o diferencia das figuras geométricas habituais.

O fractal pode ser dividido em partes, cada uma delas semelhante ao todo, objeto
original. Em muitos casos ele pode ser obtido por um processo iterativo ou recorrente. Desta

forma o fractal apresenta duas caracteristicas muito frequentes, uma complexidade infinita,



nunca poderemos representd-lo totalmente, pois sempre existirdo reentrancias e saliéncias
cada vez menores repetindo um determinado padrdao com ligeiras e constantes variacdes de si
mesmo no seu interior, a autosimilaridade. Como conseqiiéncia dessa auto-similaridade, as
diferentes partes de um fractal se mostram similares ao todo. Assim, os fractais t€ém cépias

aproximadas de si em seu interior.

O termo fractal foi criado, pelo matemdtico francés Benoit Mandelbrot em 1975, a
partir do adjetivo latino fractus e do verbo frangere. Mas foi a partir dos anos 60, com o
avanco cientifico e tecnolégico, que surgem os primeiros fractais. Eles se dividem

basicamente em duas categorias: os geométricos e os aleatorios.

Entre os mais conhecidos destaca-se o conjunto de Cantor, o floco de neve de Koch, o

tapete de Sierpinska, objetos desse minicurso.

Objetivos

Discutir situagcdes problemas de carater investigativo envolvendo sequencias e séries

infinitas;

Fomentar discussdes sobre a aplicabilidade de questdes como essas nos niveis de

ensino fundamental e médio.

4. Metodologia

A sala serd arrumada em pequenos grupos (miximo 4) e cada integrante receberd as
tarefas impressas. O grupo terd 1 (uma) hora para resolvé-la e discuti-la e em seguida devera

preparar (10 min) uma transparéncia com a estratégia de solu¢ao encontrada.

Ao término das tarefas, cada grupo apresentard sua estratégia de solucdo para a turma
toda propiciando a existéncia de um debate sobre as diferentes solucdes encontradas. Nesse
espaco também serdo discutidas a viabilidade de questdes com essa caracteristica serem

apresentadas aos alunos do nivel Basico.



As tarefas abordardo os conjuntos de Cantor e Koch. Caso haja tempo, discutiremos

alguns fractais que envolvam a no¢do de drea, como o Tapete de Sierpinska, por exemplo.

5. Puablico
Professores da segunda fase do Ensino Fundamental, do Ensino Médio e demais

interessados.

6. Consideracoes Finais

Com tarefas investigativas e o trabalho em grupo, a sala de aula de matemética pode
ser um espaco vivo e dindmico onde os alunos investigam analisam e discutem os
procedimentos e os resultados das situagdes problemas apresentadas pelo professor. Para que
isso ocorra, é necessario que o professor apresente situacdes que tenham como objetivo
provocar essas discussdes. As tarefas tanto podem apresentar situacdes que estdo presentes no
dia a dia quanto no contexto da matemadtica mas que, sobretudo, instiguem a curiosidade e o

cunho investigativo dos alunos.

A geometria fractal pode ser estudada em qualquer nivel do ensino, pois pode-se partir
da divisao de segmentos, fazer dobraduras para criar cartdes, dividir figuras planas
indefinidamente e colori-las nas aulas de artes ou usando recurso computacionais ou ainda,
em um nivel mais complexo, estudar entes matematicos que envolvem modelagem, nimeros

complexos, entre outros.

Nessa proposta, o estudo dos fractais estd sendo usado como meio para levantar
questionamentos sobre o infinito e sobre sequéncias e séries. Ou seja, os fractais estdo sendo
usados para mostrar a conexao existente entre a Geometria e a Aritmética, dois ramos da
Matematica. Particularmente, discutiremos os conjuntos de Cantor e Koch. Caso haja tempo,
discutiremos alguns fractais que envolvam a nocao de area, como o Tapete de Sierpinska, por

exemplo.

A idéia € apresentar fractais que possam facilmente ser introduzidos nos conteddos ja
vistos no ensino médio. Pretende-se ainda mostrar que os fractais podem ser um dos meios

para fazer a ligacdo entre a Matematica e a Natureza, entre a Matemadtica e as Artes.
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